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关联维数是描述动力系统混沌的重要参数 ’在仿真计算的基础上，发现尽管小尺度小波变换时，奇异吸引子的

整体形状发生了改变，但小波变换模数的关联维数与动力系统本身是一致的 ’ 同时仿真计算还表明，随尺度的增

加，关联积分与距离的标度关系逐渐变差，但在一定范围内仍可较准确地计算出关联维数 ’
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!国家重点基础研究发展规划（批准号：*%&&&"!!%"#）、教育部骨干教师基金资助的课题 ’

% + 引 言

近几年来，混沌信号的时间序列分析研究是目

前非线性科学的前沿课题之一［%—#］’ 在描述混沌信

号时，关联维数（!!）不仅是刻画系统动力学特性的

一个重要参数，更重要的是能够促进人们对研究对

象的物理本质的认识［#—&］’目前无论在理论上，还是

在实用中，混沌动力系统的关联维数一直受到广泛

的关注 ’ 关 联 维 数 的 计 算 一 般 使 用 *,-../0,10, 和

2,34-445-［%"］于 %&6# 年提出的基于相空间重构技术

的 *2 算法 ’
小波变换［%%］是目前许多科学和工程技术领域

研究 的 极 为 活 跃 的 热 门 问 题 之 一，已 在 诸 如 湍

流［%!，%#］、分形［%)，%(］、信号处理［%7，%$］、混沌［%6—!!］等各种

应用领域获得了广泛的应用 ’ 它既可以作为表示函

数的一种基底，也可以作为时间8频率分析的一种技

术 ’作者在文献［!!］中利用离散动力系统小尺度小

波变换模数计算了离散动力系统的最大李雅普诺夫

指数 ’本文在上述工作的基础上通过仿真计算研究

了离散和连续动力系统小波变换模数的关联维数，

并着 重 探 讨 了 小 波 变 换 时 的 尺 度 对 计 算 结 果 的

影响 ’

! + 关联维数和小波分析

设离散时间序列为

""，"%，"!，⋯，"# ，⋯，"$ ，

将其转化为

"$（%，!）9（"$ ，"$:!，⋯，"$:（%;%）!）， （%）

式中，% 为嵌入相空间维数，!为延迟时间，是采样

时间间隔!& 的整数倍 ’这样，｛"$ ｝就形成该嵌入相

空间的轨道［#］’现已证明，只要 % 足够大（%"!! :
%，! 为吸引子的维数），这样的 % 维空间就可以描

述原来系统的运动 ’
计算关联维数的 *2 算法如下：

首先，将时间序列｛"’ < ’ 9 %，!，⋯，(｝转化为 %
维相空间，得到 (% 个样本点，其中

(% 9 ( ;（% ; %）!， （!）

从这 (% 个点中任选一个参考点 "# ，计算其余 (% ;

% 个点到 "# 的距离

)#* 9 #
%;%

+ 9 "
（"#: +! ; "*: +!）[ ]! %=!

’ （#）

对所有的 "# 重复该过程，得到关联积分函数

,%（ )）9 !
(%（(% ; %）#

(%

#，* 9 %，*$ #
-（ ) ; )#*），（)）

式中，- 为 >0-?5.5@0 函数

-（"）9
%，（" A "）

"，（" % "{ ），
（(）

当 ) 取充分小时，关联积分函数有如下关系：

,%（ )）& )!（%）， （7）

当 !（%）不随维数 % 的升高而改变时，
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!! " #$%
"!&

!（"） （’）

就是该系统的关联维数［!(］)
实际计算中，当时间序列长度大于 *+++ 时，在

相空间中搜索每一个点的最近邻域需花费大量的机

时，一般需采用更快速的邻域搜索算法 )本文计算中

采用了 ,-./0 等提出的快速邻域搜索算法［(］)
在 #!（$）上的一维连续小波变换为［**］

%
1
（&，’）" *

’ *2!"
&

3&
%（(）!

( 3 &( )’ 4(

""
&

3&
%（(）)’，&（(）4(，

% # #!（$）， （5）

其中 ’，&#$ 而 ’$+，)’，&（ (）" *
’ *2!!

( 3 &( )’ ，

!##!（$）满足“容许性”条件

*! ""
&

3&
!
6
（"） !

"
4" 7 & ) （8）

本文通过仿真计算探讨由混沌动力系统产生的

非线性时间序列小波变换模数的关联维数及其随变

换尺度的变化 )

( 9 仿真结果及分析

!"#" 混沌系统

计算中我们选用了常见的属于离散动力系统的

:;.<. 映射和属于连续动力系统中的 =<>?.0 吸引子

（计算中选 ( 变量）)表 * 列出了这两种混沌系统的

有关参数及文献中给出的关联维数数值计算结果 )

表 * 混沌动力系统及其关联维数

混沌系统 方程 !!

:;.<. (+ @ * " * 3 *9A(!+ @ ,+ *9!B［A］

,+ @ * " +9((+

=<>?.0 -( " *B9+（ , 3 (） !9+B［A］

-, " (（AC98! 3 .）3 ,
-. " (, 3 A9+ .

本文采用文献中常用的四阶 DE.F?G,E//- 法求

解 =<>?.0 吸引子，计算步长为 +9+*［!A］)
H/?I-.<JKL- 等［!C］指 出，计 算 所 需 的 点 数 / 应

满足

/ %
0
1( )
%$.

!!
， （*+）

式中 0 为重构的吸引子的直径，1%$.为距离下限 )本

文计算中对 :;.<. 系统取 / " !++++，对 =<>?.0 吸引

子取 / " C++++，这样可保证计算时这两种系统大致

具有两个数量级以上的标度区域 )
由混沌序列本身计算的关联维数（!!2 ）结果呈

现在表 ! 和图 * 中 )

表 ! 仿真计算结果

混沌系统 / " !!2 !!2的相对误差2M

:;.<. !++++ ! *9!!! 3 (9+*B
( *9*8B 3 C9+’8
A *9*8C 3 C9*C8
C *9!*A 3 (9BC*
B *9!!+ 3 (9*’C
’ *9!*8 3 (9!CA
5 *9!!C 3 !9’’5

=<>?.0 C++++ ! *95BA 3 89C*C
( *9855 3 (9A8C
A !9+!’ 3 *9B+!
C !9+(C 3 *9!*A
B !9+(’ 3 *9**’
’ !9+(( 3 *9(**
5 !9+C8 3 +9+A8

!!2（:N.<.）

!!2（=<>?.0）

图 * 关联维数计算结果（虚线斜率为 !!，从上到下 " 由 ! 增

加到 5）

对上述两种混沌系统选择 O<>#?/，O?P$Q-. R-/
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和 !"#（正交小波）等 $ 种不同的小波进行小波变

换［%%］，关联维数（! & %）的计算结果见表 $ 及图 ’ (其
中 "’#表示由混沌序列的小波变换模数（尺度 ! &
%）计算的关联维数 ( 从表 $ 中可以发现，"’# 与 "’$

基本相同，具有基本上相当的计算精确度 (计算结果

同时还表明，小波函数对关联维数计算结果的影响

不大，小波的正交性对计算结果的影响也不大 (
由此可以得出，对混沌动力系统而言，小尺度的

小波变换模数的关联维数与系统本身是一致的 (

表 $ 小波函数对关联维数的影响

混沌系统 )*+,-,. % "’# "’#的相对误差/0

12343

546,37

846-,.

8,9:;*3 <*.

!"#

846-,.

8,9:;*3 <*.

!"#

’ %=’%> ? $=#@’
$ %=’A% ? #=>B$
# %=’%A ? $=@>B
C %=’’# ? ’=BCD
> %=’’$ ? ’=@$D
D %=’’# ? ’=BCD
B %=’’# ? ’=BCD
’ %=’’% ? $=A@C
$ %=’’’ ? $=A%>
# %=’’’ ? $=A%>
C %=’’% ? $=A@C
> %=’’# ? ’=BCD
D %=’’$ ? ’=@$D
B %=’’C ? ’=DDB
’ %=’%@ ? $=’C#
$ %=’’’ ? $=A%>
# %=’$@ ? %=>>D
C %=’C% ? A=D%#
> %=’C# ? A=#D>
D %=’C% ? A=D%#
B %=’#% ? %=CAB
’ %=B#’ ? %A=CB$
$ ’=A’C ? %=>@@
# ’=A’@ ? %=CAC
C ’=A#$ ? A=B’C
> ’=AC# ? A=’@%
D ’=AC% ? A=#$D
B ’=A#D ? A=>$%
’ %=B>@ ? @=’D’
$ ’=A$’ ? %=$C@
# ’=A#% ? A=@’’
C ’=ACD ? A=%#>
> ’=A>A A=AAA
D ’=AC@ ? A=A#@
B ’=AC% ? A=#$D
’ %=BCD ? @=BC#
$ %=@DC ? #=%’>
# %=@B$ ? $=D$B
C %=@BC ? $=>#%
> ’=AA$ ? ’=D>D
D ’=A%D ? ’=ABD
B ’=A%@ ? %=@@A

846-,. 小波（12343）

846-,. 小波（546,37）

8,9:;*3 <*. 小波（12343）

8,9:;*3 <*. 小波（546,37）
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!"# 小波（$%&’&）
!"# 小波（(’)*&+）

图 , 小波函数对关联维数的影响（虚线斜率为 !,，从上到下 " 由 , 增加到 -）

$%&’& 吸引子 (’)*&+ 吸引子

图 . 奇异吸引子的图形

$%&’& 吸引子 (’)*&+ 吸引子

图 # $%&’& 和 (’)*&+ 系统 # 和 $ 变量的 /’)0*1 小波变换模数构成的图形（% 2 3）
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!"#" 吸引子图形

绘制了上述两种奇异吸引子的图形，结果见图

! "我们还绘制了上述两种奇异吸引子 ! 和 " 变量的

#$%&’( 小波变换模数（分别为 #! 和 #"，$ ) *）构成

的图形，结果见图 + "比较图 ! 和图 + 可以清楚发现，

总体上二者之间存在着显著的差异 " 小波变换后，

,-.$. 吸引子简洁的“弯月”形状消失了，形状变得

更复杂；而 /$%’.0 吸引子的两个“叶片”则靠的更近，

并有部分重叠 "但前述计算结果表明，这二者的关联

维数是一致的 "由此我们可以发现，小波变换时，奇

异吸引子的整体形状并不能保持不变，但其内在的

分形特性（比例自相似性）却保持不变 "

!"!" 关联维数随小波变换尺度的变化

对上述两种离散和连续混沌动力系统，计算了

小波变换尺度对关联维数的影响 " 图 1 是 ,-.$. 系

统不同尺度 #$%&’( 小波变换模数关联积分的计算结

果，图 2 是 /$%’.0 吸引子不同尺度 #$%&’( 小波变换

模数关联积分的计算结果 "从中可见小波变换时的

尺度对关联维数的计算结果有显著影响 " 对 ,-.$.
系统而言，比较图 1 及图 3 可以发现，随着小波变换

尺度的增大，由小波变换模数计算的关联积分与距

离的标度关系逐渐变差 "但当小波变换尺度增大到

1 时，仍可在区间［*45 !，*45 3］上找到近似的标度关

系，当 % ) ! 到 6 时，对应的关联维数与系统的关联

维数的最大相对偏差小于 *47 "
对 /$%’.0 系统而言，比较图 2 及图 3 可以发现，

随着小波变换尺度的增大，由小波变换模数计算的

关联积分与距离的标度关系逐渐变差 "但当小波变

换尺度增大到 34 时，仍可在区间［*45 3，*45 *］上找

到近似的标度关系，当 % ) ! 到 6 时，对应的关联维

数与系统的关联维数的最大相对偏差小于 *47 "

图 1 ,-.$. 系统不同尺度小波变换模数的关联积分（虚线斜率为 &3，从上到下 % 由 3 增加到 6）
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图 ! "#$%&’ 吸引子不同尺度小波变换模数关联积分（虚线斜率为 !(，从上到下 " 由 ( 增加到 )）

*+ 结 论

本文通过仿真计算发现，小尺度小波变换时，奇

异吸引子的整体形状发生了改变，但小波变换模数

的关联维数与系统本身的关联维数是一致的 ,随尺

度的增加，关联积分与距离的标度关系逐渐变差 ,但
对 -.&#& 系统而言，采用 /#$0%1 小波时，由 # 2 3 的

小波变换模数仍可较准确地计算出关联维数；对

"#$%&’ 系统而言，由 # 2 (4 的小波变换模数仍可较

准确地计算出关联维数 ,
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