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从零曲面方程出发，得到了 *+,-.+/012234黑洞的视界；利用 563,2/714-12方程和薄膜 04,89/:+66模型，并采用
:50近似方法，求出了 *+,-.+/012234黑洞的熵，所得的熵正好与该黑洞的视界面积成正比 ;
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! > 引 言

在 "& 世纪 $& 年代，03932?@3,2 和 A+B9,2C 提出
黑洞的熵与它的视界面积成正比［!，"］，此后对黑洞热

力学的研究取得了许多成就［%—<］; !<() 年，’@ A11D@
提出计算黑洞熵的 04,89/:+66 模型［!&］，人们普遍认
为这种模型是最为成功的方法之一 ;它在计算黑洞
熵的统计起源方面表现的尤其突出 ;’@ A11D@研究了
E8FB+4G8F,6-黑洞背景与标量场的统计性质，得到了
E8FB+4G8F,6-黑洞的熵与它的视界面积成正比的结
论 ;!<()年以来，人们把 04,89/:+66模型用于其他一
些黑洞的研究，也都取得成功 ;但是在研究中发现
04,89/:+66模型只能适用处于热平衡态的黑洞，而对
处于非热平衡态的黑洞就显得无能为力了，并且在

用这种模型计算熵的过程中，一些项的取舍也常常

令人困惑不解 ;为了解决这些困难，在 "&&& 年李翔
和赵峥提出了薄膜 04,89/:+66 模型［!!，!"］，这种模型
认为，黑洞的熵来自于视界附近的一个薄层中量子

场的贡献，因此它不仅适应于静态黑洞和稳态黑洞，

而且也能用于处于非热平衡态的动态黑洞 ;本文采
用文献［!!，!"］中的薄膜 04,89/:+66 模型计算
*+,-.+/012234黑洞的熵，得到的熵与该黑洞的视界
面积成正比 ;

" > *+,-.+/012234 黑洞的时空线元与
视界

*+,-.+/012234黑洞的时空线元［!%］为

- !" H I ! I ""
# J $"

#( )" -%" J "-%- #

J #" -!" J #" ?,2"!-"
"， （!）

其中采用了超前爱丁顿坐标 %，" H "（ %），$ H
$（ %）分别为黑洞的质量和电荷，它们都是 % 的函
数 ;从（!）式可以看出，这种黑洞的时空具有球对称
性，因此也叫做球对称带电蒸发黑洞 ;
由（!）式容易得到度规的行列式和不为零的逆

变度规分量为
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考虑到 *+,-.+/012234 黑洞的时空具有球对称
性，其事件视界表面方程可以写成
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零曲面应满足方程
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将不为零的逆变度规分量代入（)）式，即可得到
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其中
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将（,）式代入（(）式即可得到事件视界方程
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由于只有外视界是事件视界，所以取
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做如下的坐标变换［#)］：
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时空线元（#）式变为
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可以证明，上式中的
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正好为视界方程（.）’
由时空线元（#)）式可得该度规的行列式和不为

零的逆变度规分量分别为
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把度规的行列式和逆变度规分量代入带电粒子

的 ?@:496A8;+89方程
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考虑到时空的球对称性
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（#-）式可以转化为
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虽然整个时空不是稳态时空，而是动态时空，但

是由于我们将采用的薄膜 7;4BC6D3@@模型是在视界
附近的一个薄层内计算黑洞的熵，即在 #’ "&E # E
#’ "&"’的范围内计算黑洞的熵，其中&和’都远
远小于 #’ ’因此可以认为在该薄层内，系统处于热平
衡状态，因而可以按下式分离变量 ’
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其中
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把（!#）式代入（!&）式可得径向方程
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由（!!）式得
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4( 叫做径向波数 ’把（!)）式和（!>）式代入（!0）式，
并采用 D?7近似，即可得到波数 4( 满足的方程
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解之得径向波数为
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考虑到黑洞事件视界附近的一个薄层，设该薄

层的厚度为!（!! !"），根据半经典量子化条件
［!"］
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则由（,!）式可以得到
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根据统计物理知识可知系统的自由能为
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把能态视为连续分布，则上式的求和可改为积分

$- #"
2

)
%’-/（’-）./（! & 0&$’-）

#"
2

)
%%（’-）./（! & 0&$’-），

分部积分求得
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其中%（’-）为系统的能量小于 ’-的微观状态数，
/（’-）# 0%（’-）*0’-为态密度 +
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把（,4）式代入（,3）式得
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在计算（,5）式中对 , 的积分时，积分下限为 )，
上限 ,-就是使得式中的根号有意义时 , 的取值 +即
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因此（,5）式的积分可化为
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应用定积分中的中值定理得
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其中"7&7"$!+
由系综理论知系统的熵为
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适当地选取!和&的取值，使得
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则（1!）式即可化为
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由文献［!3］中得到的结论
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代入（1,）式得 89:%;9<=>//0?黑洞的熵为
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其中 3 # 1!!"" 为黑洞视界的面积 +在最后一步利用

了（’）式 +
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!" 讨 论

由（!#）式可见，$%&’(%)*+,,-. 黑洞的熵与其视
界面积成正比 /这与 *-0-,12%&,和 3%40&,5的理论一
致 /在推导过程中，无需采用小质量近似，而是在

（!6）式中直接利用了视界方程（7）之后，含有粒子质
量!6 的项就会自动消去，避免了人为引入小质量

近似的问题 /计算过程比较简单，计算结果也比较
准确 /

感谢赵峥教授对本文的悉心指导 /
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