
双网格前后向迭代与谱积分法

计算分形粗糙面的双站散射与透射!
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对于高介电常量分形粗糙面的双站散射与透射的数值计算，须用密网格来剖分粗糙面，这样就产生了计算内

存大和计算时间长的问题 )双网格法通常可以用来减少计算机计算所需内存和计算时间 )为计算任意角度（包括低
掠角）*+和 *,波入射下的高介电常量分形粗糙面在各种物理条件下的双站散射与透射，将双网格法和前后向迭
代与谱积分加速法相结合，发展了新的数值计算方法，并验证了散射与透射的能量守恒，讨论了双站散射与透射角

度性变化的特征 )
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& F 引 言

粗糙面散射在电磁学、光学、声学等领域中是一

项十分重要的研究课题 )近些年来出现的分形几何
学，讨论分形结构的自相似性分布，兼顾了随机粗糙

面多尺度无序的特点，往往更适合描述实际的粗糙

面 )分形函数在周期函数和随机函数之间建立了一
种联系“桥梁”，它的几何廓线分布由分形函数的几

个参量来支配［&］)
随着计算机计算技术的发展，寻求快速精确的

数值计算方法已成为粗糙面散射研究的一个热点问

题［"—8］)为了能够精确地计算随机粗糙面的散射，对
粗糙面的离散应采用足够高的离散密度 )近来，以矩
量法（,G,）为基础，一种新的数值方法是前后向迭
代法（BGHI:HD J:EKI:HD 9LMNGD，1.,）［’］)该方法具有
很快的收敛性，其计算量为 !（""）（" 是粗糙面离
散产生的未知量个数）)文献［(，7］随后又将 /HLL@
函数谱积分加速（OPLEMH:< :EEL<LH:M;G@ :<QGH;MN9，344）
法应用于 1.,计算，计算量和内存可进一步减少为
!（"）)为求解高介电常量粗糙面的散射，应用阻抗
边界法，结合 344的 1.,，计算了 *+入射波的散射

问题［&#］)
在离散粗糙面时，一般采用的离散密度为!2"#，

我们称之为粗网格（36/）)但是，对于高介电常量有耗
介质粗糙面下场的迅速变化，36/是不够精确的 )一
种方法是应用阻抗边界条件［&#，&&］，它的缺点是不能对

阻抗边界条件方法的近似进行误差估计 )第二种方法
是采用更高的离散密度，我们称之为密网格（3R/），
它的缺点是增加了 6-S计算时间和内存 )由于随机
粗糙面的下半空间是具有高介电常量有耗媒质，

/HLL@函数衰减变化快；而上半自由空间的 /HLL@函
数则变化慢 )这样，产生了双网格（-.*/）法［&"，&%］，即在
粗糙面上表面采用 36/，而在粗糙面下表面采用
3R/)这可取得与 3R/相接近的计算精度，而时间上
又比 3R/节省 )根据 TH:9LH0THG@;Q关系，大实部的介
电常量通常具有大的虚部 )上表面 36/上单个单元
场量是下表面网格相应的多个单元上场量的平均 )
-.*/法在保证一定计算精度前提下，减少计算量和
内存，加速自由空间 /HLL@函数在 3R/上的下三角矩
阵（上三角矩阵）和一维矢量乘积计算 )
本文将 -.*/法应用到前后向迭代谱积分加速

法，形成 -.*/01.,2344，用于计算 *+和 *,锥形波
入射（包括低掠角入射）高介电常量分形粗糙面的散
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射与透射 !数值地讨论了 "#$%法计算的优点 !

& ’ 电场和磁场积分方程

考虑一锥形平面波!()*（ !，"）入射到一维介质
随机粗糙面上，该随机粗糙面为 " + #（ !），且有 , #
（!）- + .!假设!和!/ 分别表示上、下半空间的波

函数，它们满足下列边界积分方程［/&，/0］：

!（$）
& 1!%

{
2 !
（$2）!&（$，$2）

!’2 1 &（$，$2）!!（$2）
!’ }2 3%2

+!()*（$）， （/）

!/（$）
& 4!%

{
2 !/（$2）

!&/（$，$2）
!’2 1 &/（$，$2）

!!/（$2）
!’ }2 3%2

+.， （&）

其中!%2
表示 567*89积分，& 和 &/ 分别表示上下半

空间中的二维 %:;;)函数，&（ $，$2）+ (<=>/
.（ ( ? $ 1

$2 ?），&/（ $，$2）+ (<=>/
.（ (/ ? $ 1 $2 ?），>（/）. 表示零阶

第一类 >6)@;A函数，(/ 表示下半空间媒质的波数 !

波函数!和!/ 有下列边界条件：!/（ $）+!（ $）和

!!/（ $）<!’ +"!!（ $）<!’，这里 $ 在面上，其中 $B
波"+#/ <#，$C波"+$/ <$!
对积分方程（/）和（&）均匀离散［/D］，则边界面 %’

在［ 1 ) <&，) <&］区间离散为 * 个点（ ) 为锥形入射
波照亮的界面长度），离散点 !+ 写为 !+ +（+ 1
.’D）"!（+ + /，&，⋯，*）!
方程（/）和（&）则可写成

"
*

’
,+’!（!’）4"

*

’
-+’.（!’）+!()*（!+），（0）

"
*

’
/+’!（!’）4"
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’
0+’.（!’）+ .， （=）

其中 .（ !）+ / 4［ #2（!）］# &!!<!’ !矩阵元素 ,+’，

-+’，/+’和 0+’的表达式可参见文献［/&，/0，/E］!

0 ’ F#C

由方程（0）和（=），可得矩阵方程：

,// ,/& ⋯ ,/* -// -/& ⋯ -/*

,&/ ,&& ⋯ ,&* -&/ -&& ⋯ -&*

$ $
,*/ ,*& ⋯ ,** -*/ -*& ⋯ -**

/// //& ⋯ //* 0// 0/& ⋯ 0/*
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$ $
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方程（D）的系数阵划分为 =个块矩阵：
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并通过变量和矩阵分解：! +! G 4!H，" + " G 4
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0，其中! G 和 " G

表示前向分量（电磁波前向传播产生的电流贡献），

!H 和 "H 表示后向分量（电磁波后向传播产生的电

流贡献）!矩阵 !
—G

1，!
—I

1 和 !
—H

1（ 1 + ,，-，/，0）分别为

方程（E）矩阵 !
—

1 的下三角矩阵、对角线矩阵（自阻

抗）和上三角矩阵 !

这样，方程（E）可写成
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以上方程组可以用迭代算法求解 !需要注意的是方
程（J）和（K）与方程（L）和（/.）都必须同时求解 !同
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时，必须注意：在整个迭代求解过程中不需要矩阵求

逆或分解运算，因为矩阵 !
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$ 都是上三角矩阵 %方程（&）和（’）与
方程（(）和（)*）可以分别求解，得到!（ %）

# 和 "（ %）
# 以

及!（ %）
$ 和 "（ %）

$ 来进行前后向迭代求解 %该方法收
敛性好，对于一般粗糙面只需迭代 +次 %

, -./001函数 233法

456法需要重复计算 !
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!
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&·"（& 7 !，"，#，$）等 %由方程（&）—（)*）可得
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-
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其中 % 7 )，9，⋯，- % ’（ %）
# ，’
（ %）
$（ % 7 )，9）分别表示在

第 ) 个接收场单元前面粗糙面上半空间介质面的
源单元电流（ % 7 )）和粗糙面下半空间介质面的源单
元电流（ % 7 9）分别在前向（#）和后向（$）产生的辐射
贡献 %每次迭代需要 .（-9）计算量，如果将 233应
用到方程（)’）—（9)）的计算中，则计算量和内存均
减少为 .（-）%
首先接收场单元在 () 选取一个临近距离 /0，与

() 相互作用的源单元 (* 在 /0 以内，则称为强作用

组，产生强作用贡献 ’! %反之，则称为弱作用组，产
生弱作用贡献 ’; %例如：方程（))）可以改写为

’（)）4（ ()）7 ’! " ’< 7 !
)8)

* 7 )8 -!

（+（!）*)!* " +（ "）
*) ,*）

" !
)8 -! 8)

* 7 )
（+（!）*)!* " +（ "）

*) ,*）% （)=）

对 () 处的强贡献 ’!，是由 () 附近距离 /0 以内的 - !

个源单元 (* 对其共同作用产生的贡献，本文仍采用
精确的 6>6计算 %
对于 (* 远场的弱贡献 ’<，是由在 () 距离 /0 以

外的 ) 8 - ! 8 ) 个源单元 (* 对其共同作用产生的
贡献 %
方程（)9）—（),）可以像方程（))）一样通过同样

的方式实现 233加速计算 %
由 ./001函数的谱积分形式［&，’，),］：

1（ (，(?）7 @
, A)

*（2 B ( 8 (? B）

7 @
,!"3"

0@［ 2C>!"（ 48 4?）" 2!@1"（ 58 5?）］D"，（)+）

"1（ (，(?）
")? 7 @

,
"A)

*（2 B ( 8 (? B）
")?

7 @
,!"3"

0@2［（ 48 4?）C>!""（ 58 5?）!@1"］

E
@2（8 !@1" " 64? C>!"）

) " 694# ?

D"，（)&）

可以推得

’（)）<（ ()）7 !
)8 -! 8)

* 7 )
（+（!）*)!* " +（ "）

*) ,*）

7 @#4
,!"3"

7)（"）0@25) !@1"D"， （)’）

其中

7)（"）7 7)8)（"）0@2#4C>!" "［8 @20（8 !@1"
" 64* C>!"）!)8 -! 8)

" ,)8 -! 8)
］

E 0@2（-! ")）#4C>!"08@25)8 -! 8)
!@1" % （)(）

同样可以推得加速方程（)9）的 233公式：

’（9）<（ ()）7 !
)8 -! 8)

* 7 )
（+（ #）

*)!* " +（$）*) ,*）

7 @#4
,!"3"

7)（"）0@2) 5) !@1"D"， （9*）

其中

7)（"）7 7)8)（"）0@2)#4C>!" "［@20（8 !@1"
" 64* C>!"）!)8 -! 8)

8#,)8 -! 8)
］

E 0@2)（-! ")）#4C>!"08@2) 5)8 -! 8)
!@1"， （9)）

其中 FG波#7$) H$，F6波#7%) H%%
值得指出：关于方程（)(）和（9)）的远场模式是

与接收场单元无关，平面波展开与源单元对接收场

单元的辐射贡献有关 %可以看到：远场 7)（"）可以通
过方程（)(）和（9)）连续递归计算，当接收场单元向
前扫描时，弱作用组的一个新的源单元产生，而从源

单元产生辐射贡献可由方程（)(）和（9)）描述 %同时，
由于远场模式在实"空间上趋于表现为一种狭窄
的主瓣和许多狭窄旁瓣，因此，方程（)’）和（9*）的积
分路径 3" 应改选为远场模式变化缓慢的新路径

3& % 233算法的高效性就在于这种缓慢变化的远场

模式 %选择积分路径 3& 和完成谱积分运算可以参

=*,)&期 李中新等：双网格前后向迭代与谱积分法计算分形粗糙面的双站散射与透射



阅文献［!，"］#

$ % &’() 法
假设上半空间媒质为自由空间，下半空间媒质

的相对介电常量为!*，并设"和"* 分别为上、下半

空间媒质的入射波长，并有近似关系"*!"+!*，!*

是由对 !" *的实部取整得来 #这样，分界面下表面离
散密度是其上表面离散密度的 !* 倍 #
对于 &’() 法，假设 ",-和 " 分别为 ./) 和

.0)的离散点数，

",- 1 !,-
#
"
和 " 1 !2-

#
"
， （33）

通常取 !2- 1 34 和 !2- 1 34!* #应用 &’() 法，方程
（**），（*3），（*5），（*6）可以重新写为

$（*）7（ %#!）1 $
#! 8*

& 1 *
’9（(）&#!#

9
& :$

#! 8*

& 1 *
’9（ )）&#! *

9
&，

#! 1 *，3，⋯，"， （35）

$（3）7（ %!）1 $
!8*

& 1 *
’（ +）&!#& :$

!8*

& 1 *
’（,）&! *&，

! 1 *，3，⋯，",-， （36）

$（*）;（ %#!）1 $
"

& 1#! :*
’9（(）&#!#

9
& : $

"

& 1#! :*
’9（ )）&#! *

9
&，

#! 1 *，3，⋯，"， （3$）

$（3）;（ %!）1 $
",-

& 1 !:*
’（ +）&!#& : $

",-

& 1 !:*
’（,）&! *&，

! 1 *，3，⋯，",-， （3<）

其中#
9

&，*
9

&，’
9

&#!，#! 表示有关 .0)的变量或参数 #

与下半空间有耗媒质相比，上半自由空间的

)=>>?函数相对衰减变化慢，因此，当在 .0)上方程
（35）或（3$）需要完成的下三角型矩阵和一维矢量的
计算时，与下表面 !* 个 ./)相对应的一个 .0)上
场量可基本视为常量 #例如，对由 .0)的第 & 个源
点单元对第 ! 个场点单元的贡献，可以等值于与该
.0)对应的 !* 个 ./)源点单元对该场点单元的贡
献，如图 *所示 #因此，可以有

’9（ )）&#! *
9

& 1 $
!*

- 1 *
’（ )）（&: -）#!*（&: -）

! !* ’&&.#!
*
!*$

!*

- 1 *
*（&: -( )） ， （3!）

其中下标 &&.表示与 .0)对应的从第（& : *）到（&
: !*）& 个 ./)源点单元的中点 #方程（3!）意味着
对 ./)上的场量进行平均，求得 .0)上的场量 #

图 * &/()，.0)和 ./)

< % 低掠角时的双站散射和透射系数

介质粗糙面的双站散射系数和透射系数写

为［*<］

$（@）（%A?，%B）1

*
"!/%0C

A/（ 12C BA?%B 8 2DB%B）

* : 1 3
2" C

34 8"34"!{ }C >8 A/（ 2C BA?%B : 5C 2DB%B）,0C
3

#>77 2DB%A?
， （3"）

$（/）（%A?，%E）1

(
"!/%0C

A/*（ 12C BA?%E 8 2DB%E）

* : 1 3
2" C

34 8"34"!C{ }*
>8 A/*（ 2C BA?%E 8 5C 2DB%E）,0C

3

#>77 2DB%A?
， （3F）

其中对 (G波：( 1 *，34 1 3；对 (H波：( 1!8 *
* ，34

1 6，7 表示锥形入射波的宽度控制因子，#>77 1

!" +37（* 8（* : 3E-3%A?）+3（/7）3）#上下标（@），（/）分
别表明向上的散射场和向下的透射场 #
对双站散射系数在上半空间进行%B 积分求和，

得 (G 和 (H 波的反射率分别为 89（%A?） 1

%
!+3

8!+3
$（@）9（%A?，%B）,%B（其中 9 1 (G或 (H）#对透射系

数在下半空间进行%E 积分求和，得 (G和 (H波的反

射率分别为 :9（%A?）1%
!+3

8!+3
$（/）9（%A?，%E）,%E #能量守

恒要求：89 : :9 1 *，可用来检验数值计算的精度 #
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!" 数值计算与分析

采用带限 #$%$&’(&)’’*+),-$&.&/(分形函数［0］

!（"）1!·#!
$20

% 1 3
&（’24）% ’%,（(3 &%" 5"%），（63）

其中 ’ 表示分维数（0 7 ’ 7 4），"% 表示每一谐波的

随机初相位，&（ 8 0）表示尺度因子，(3 1 4!9#3 表示

空间基波数，# 1 4（0 2 &4（’ 2 4））9（0 2 &4$（’ 2 4）" ）表

示幅值控制因子，!表示均方根高度 :

!"#" $%&’()%*+,--的验证

为验证 ;<=>*?<+9@AA 程序的精确性和 @AA
谱加速效率，用 ;<=>*?<+9@AA和通常的 +/+同时
计算一分形粗糙面的双站散射系数、透射系数和面

感应电流 :计算中，) 1 63$，* 1 ) 9B"3，%%,C 1 63D，入
射波长$ 1 0（E）:分形粗糙面参量为：’ 1 0"6，
& 1 + 94"3，$ 1 03，#3 1 03$，! 1 3"3F$，;<=> 离散
密度取（$943，$9B3），介质粗糙面的介电常量为&, 1
4F"3 5 G0"3 :两种计算完全符合，表明 ;<=>*?<+9
@AA程序正确，而 +/+耗费了大量计算时间 :同时，
;<=>*?<+9@AA计算的反射率和透射率之和应满足
能量守恒，分别为：=H波 0"333F，=+波 0"33IB，表明
足够精确 : ;<=>*?<+9@AA 比 ;<=>*?<+ 计算速度
快 :两者的计算时间比较见表 0 :

表 0 ;<=>*?<+9@AA和 +/+计算时间（) 1 63$）

=H波 =+波
时间9E%, 能量守恒 时间9E%, 能量守恒

+/+ 0!"4F 3"JJJF 04"K! 0"333F
;<=>*?<+ !"I4 3"JJI! I"0 3"JJB4

;<=>*?<+9@AA 6"FJ 3"JJBI 0"J! 3"JJBF

对两种 ;<=> 离散密度分别取（$943，$9B3）和
（$963，$9J3），对 F3 条随机分形粗糙面双站散射的
平均作了比较，双站散射系数两者之间最大误差为：

=H波 3"6JK -<，=+波 3"0I3 -<:双站透射系数两者
之间最大误差为：=H 波 3"I6J -<，=+ 波 3"B34 -<:
因此，;<=>离散密度（$943，$9B3）可保证计算精度 :
同时可看到：更细微的粗糙结构对散射和透射已没

有明显的贡献 :
本文用（$943，$9B3）计算 +/,($ L)&M/实现的 F3

条与 K3条随机分形粗糙面双站散射的平均，双站散
射系数两者之间最大误差为：=H波 0"6I!-<，=+波
0"33!-<:双站透射系数两者之间最大误差为：=H波
0"BJ6 -<，=+波 0"F4F -<:因此，计算 F3条随机分形

粗糙面来完成数值结果平均可以满足计算需要 :

!"." 基于不同离散密度比较 ,/’，,0’和 $%&’

分形粗糙面是多尺度粗糙面，为抓住分形细节，

应该采用充分密集的离散密度 :同时，考虑到下垫分
形粗糙面的高介电常量，分形粗糙面下表面透射的

电磁场衰减变化快，因此要求有充分密集的离散密

度来反映这种场量变化 :
分别选取两种 @N>离散密度"" 1$96B和$9B3

的 F3条分形随机粗糙面计算，双站散射系数两者之
间最大误差为：=H 波 3"JBJ -<，=+波 3"06B -<:双
站透射系数两者之间最大误差为：=H 波 3"!J3-<，
=+波 3"FB6-<:因此，可以看到：用 @N> 的"" 1
$96B计算结果是精确的，可以作为一种标准 :
! "4"0" 比较 @L>，;<=> 和 @N> 的双站散射系数和
透射系数

计算参数为：%%,C 1 63D，) 1 63$，’ 1 0"6，! 1
3"0$: @L>的"" 1$904，;<=>的""（$904，$96B），
@N>的"" 1$96B作为标准，其余与前例相同 :由计
算得 - 1 0"3K$:
由图 4 可以看到：@L> 的双站散射和透射与

@N>相比均有较大误差 :由表 4可以看到：@L>的反
射率与 @N> 相比，相对误差为：=H 波 0J"06O，=+
波 J6"F!O :同时，@L>的透射率与 @N>相比，相对
误差为：=H波 FJ"!JFO，=+波 4I"JKKO :由反射率
加透射率等于 0来验证能量守恒，=H波为 0"6KFB，
=+波为 0"0J36 :以上这些数据表明离散密度"" 1
$904的 @L>的计算结果不正确 :

表 4 与 @N>相比较的 @L>和 ;<=>的反射率、

透射率和能量守恒（) 1 63$）

=H波（$904） =+波（$904）
@L> @N> ;<=> @L> @N> ;<=>

反射率 3"FJ3I 3"IJFB 3"IJ!! 3"!0BB 3"6!34 3"6BB3
误差9O 0J"04K # 3"I4I J6"F!0 # 0"06F
透射率 3"!JF6 3"IJ!! 3"IJBK 3"I!6! 3"B60F 3"B44I
误差9O FJ"!JF # 3"0K0 4I"JKK # 0"II0
能量守恒 0"6KFB 3"JJ66 3"JJIF 0"0J36 0"330! 3"JKK6
误差9O 6K"FB 3"B! 3"FF 0J"36 3"0! 0"0!
时间9P 3"!6 I"B! 6"6! 3"!6 6"JB 6"4J

=H波（$943） =+波（$943）
反射率 3"FI3! 3"IJ6F 3"IJ0B 3"64KF 3"6!FI 3"6!II
误差9O J"FB # 3"6KF 04"IJ6 # 3"4BB
透射率 3"IB46 3"F3FK 3"F364 3"B!BF 3"B4F3 3"B40K
误差9O K"B # 3"F0 K"4I # 3"F04
’./9Q 06"3F # 3"!!I 0F"IF # 3"JB
能量守恒 0"3363 3"JJJ6 3"JJI! 0"33F3 0"333F 3"JJB0
误差9O 3"63 3"3! 3"F6 3"F3 3"F3 3"6J
时间9P 4"KK 63"66 40"IK 0"J0 0J"J3 0F"JB
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图 ! "#$，%&’$和 "($的双站散射系数［（)），（*）］和双站透射系数［（+），（,）］

%&’$ 的结果明显改善 -由图 !（)）和（*）可看
到，%&’$的双站散射与 "($完全重合 -由表 !可看
到，%&’$ 反射率与 "($ 相比，相对误差为：’. 波
/01!12，’3波 404562 -
由图 !（+）和（,）可看到，%&’$ 的双站透射与

"($相比在大角度时有较大误差 -由表 ! 可看到，
%&’$透射率与 "($相比，相对误差很小，分别为：
’.波 /04742，’3波 401142 -由于大角度时双站透
射很小，对透射率产生的影响不大 -因此，能量仍然
守恒 -离散密度为（!84!，!859）的 %&’$法可以精确
地计算双站散射场，只是在大角度的很小的透射系

数（,&）与 "($相比有些偏差 -
如果只考虑散射场的分布情况，%&’$法计算精

度足够精确 -

: 0!0!0 比较加密后离散密度的 "#$，%&’$ 和 "($
的双站散射系数和透射系数

另选 "#$ 的!! ;!8!/，%&’$ 的!!（!8!/，!8
9/）-计算参数同上，计算结果见图 5 -
由图 5（)）和（*）可以看出：这样选取的!! 使

"#$，%&’$的双站散射与 "($有相当好的重合 -
由图 5（+）和（,）可知：%&’$双站透射与 "($基

本重合一致，而 "#$在大角度时仍与 "($偏离，特
别是 ’.波 -由表 ! 可知：%&’$反射率与 "($相比
较相对误差为：’.波 /0642，’3波 /064!2 -以 "($
透射率为样本，%&’$透射率误差计算的辐射亮度温
度误差为：’.波 /0::1<，’3波 /0=9<，小于辐射计
测量误差要求（小于 4<，此时物理温度假设为
5//<）-而用"#$的反射率误差计算得辐射亮度温
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图 ! 加密后离散密度的 "#$，%&’$和 "($的双站散射系数［（)），（*）］和双站透射系数［（+），（,）］

度误差为：’- 波 .!/012，’3 波 .1/412，这一误差
很大 5
当电磁波折入高介电常量媒质里，沿分形粗糙

面下表面的电磁场衰减变化快，"#$不能反映这种
变化，而 "($ 未能利用上表面电磁场变化小的特
点，%&’$ 则充分利用了这种上下表面两种分布的
特点 5
表 6还给出 "#$，"($和 %&’$计算时间比较，

%&’$的 #%7计算时间虽比 "#$多，但比 "($的计
算时间快得多 5

!"#" 低掠角入射时高介电常量分形粗糙面上双站
散射与透射

为计算低掠角入射时的散射与透射，低掠角

!89* : ;0<入射时取 ! : 600"，分维数分别取为 " :
./!，./1和 ./; 5用 %&’$=>&3?"@@计算 5
由图 4可以看到：在给定的均方高度下，三种不

同分维数逐步增高，但在低掠角入射产生的镜面反

射仍然占优，并在其两侧有角度性的波动，且随着分

维数 " 的增大，分形粗糙面变得更加粗糙，角度性
波动的双站散射系数不论是 ’-波还是 ’3波都将
增大 5
由于下垫面介质具高介电常量，透射系数表现

为近似圆分布的漫散射现象，即沿着四周向下半空

间漫透射，并且该圆也随着分维数 " 的增加而
增加 5
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图 ! 低掠角入射时的双站散射

"# 结 论

本文发展了基于物理机理的 $%&’()%*+,--，
适用于数值计算高介电常量分形介质粗糙面的双站

散射和透射 .该方法比 ,/’精确，与 ,0’方法相比，

节省了 /$1计算时间和内存，并且能保证较高计算
精度 .
数值计算了在 &2，&*锥形波入射下的分形粗

糙介质面的双站散射系数和透射系数及其散射与透

射的能量守恒，并讨论了双站散射与透射角度性变

化的特征 .
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