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建立广义经典力学与非完整力学的统一理论———广义非完整力学理论，构造其基本框架 &提出广义非完整力
学的!’"#’$（()’*+’,）定义，建立广义非完整力学系统的 -./*)方程和正则方程 &给出广义非完整力学系统的非等时
变分方程，证明由广义非完整力学系统的第一积分可以构造积分不变量 &研究广义非完整力学系统作用量的非等
时变分，给出系统的 0.123+456(+4*+2积分变量关系和积分不变量，进而给出等时变分下系统的 0.123+45积分变量关
系和通用积分不变量 &给出一些推论，表明广义经典力学和一阶至高阶非完整力学的相关结论均为广义非完整力
学理论的特款 &
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" : 引 言

"9!9—"9;9 年间，由 <3"=.%&#’()*+和 >+3.?1开
创的广义经典力学理论，近 ;#年得到了很大发展，
取得一系列重要成果，并在数学、力学和物理学中广

为应用［"—"8］& "98! 年，@’4*A开创性地建立非完整力
学研究领域［%#］，已在理论完善化、方法现代化、应用

专门化诸方面取得重大成就［%"—$"］&但是，"## 余年
来，广义经典力学与非完整力学一直是彼此独立地

发展 &本文拟建立广义经典力学与非完整力学的统
一理论———广义非完整力学理论，构造其基本理论

框架 &
本文提出广义非完整力学的!’"#’$（()’*+’,）定

义，建立广义非完整力学系统的 -./*)方程、正则方
程和非等时变分方程，由系统的第一积分构造其积

分不变量，给出系统的 0.123+456(+4*+2积分变量关系
和积分不变量，并给出广义经典力学系统、广义非保

守力学系统、一阶至高阶非完整力学系统的一系列

相关的推论 &
本文的研究工作表明，广义经典力学与一阶至

高阶非完整力学可以和谐地统一在广义非完整力学

理论之中 &

% : 广义非完整力学系统虚位移的
!’"#’$定义与运动方程

考虑一个 ! 自由度的力学系统，其位形由广义
坐标 "#（ # B "，⋯，!）确定，设系统受有 $ 个 % 阶非
线性非完整约束
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在（ % C "）次速度空间中，系统的虚位移满足推广的

!’"#’$定义［%!］
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我们把（"）式定义为广义非完整约束，将经典高
阶非完整系统的!’"#’$定义（%），（$）推广，给出广
义非完整力学的!’"#’$定义
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变分定义（!）解除了变分定义（"）对!!" # $，!!·" # $，
⋯，! !"
（ # % &）# $的限制，构造了广义复合导数空间 ’
设广义 ()*+),*-函数为
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力学系统的运动使泛函
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在端点条件
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（1）
下取驻定值，引入广义 ()*+),*-待定乘子!&

"
（"# /，

⋯，’；& # /，⋯，#），结合（2）和（!）式，按 ()*+),*-乘
子方法一贯逻辑，可得广义非完整力学系统带乘子

形式的 34567方程
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（9）
沿用文献［&2］的思想，把方程（9）作为一个有条件的
相应广义力学系统来研究，其中非完整约束（/）式是
方程（9）的特殊的第一积分 ’
推广文献［&!］给出的方法，可在方程（9）积分之

前，求出!&
"
作为 !"
（&）
， !"
（& % /）
，% 的函数 ’引入广义动量

和广义 :);<=64,函数［"］
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由（9）式可得广义非完整力学系统的正则方程
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其中#" 为广义非完整约束力，#
@

" 为#" 中 !"
（&）
用

（ !"
（& % /）
，*">&，%）替代所得表达式 ’方程（//）称为广义

非完整力学系统一般形式的正则方程，它的解联同

非完整约束（/）式对初始条件的限制，便给出广义非
完整系统的运动 ’

" A 广义非完整力学系统积分不变量的
构造

!"#" 广义非完整力学系统的非等时变分方程

引入时间的任意可微无限小函数#%，它产生出
的变轨与正轨之间的非等时变分定义为
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由于#% 足够小，将 !$"
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（ % 8#%）和 *$">&（ % 8#%）展

开，并保留一次项，有
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考虑到方程（//），由（/2）和（/!）式便得广义非完整
力学系统的非等时变分方程
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!"#" 由广义非完整力学系统的第一积分构造积分
不变量

*+,--./01指出：对于完整保守系统，已知一个第
一积分，可以构造一个积分不变量［2%］(梅凤翔证明
这一结论对非完整系统也适用［22］(下面把这一重要
思想用于广义非完整力学系统，提供广义非完整力

学系统积分不变量的一种构造方法 (
研究广义非完整力学系统的第一积分与积分不

变量之间的关系 (假定广义非完整力学系统有一个
第一积分
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为广义 =4,6645括号 (
因为"是方程（%<）的第一积分，因此有
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把（%$）式代入（%<）式，得知（$8）式为不变量 (于是得
到如下定理：

定理 $ 如果广义非完整力学系统有形如
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（# # $）
，!"!#，*）" 3456- (的一个第一积分，那么表

达式
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为该系统的一个积分不变量 (
逆定理 如果广义非完整力学系统有形如（$8）

式的一个积分不变量，那么该系统一定有一个第一
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统的等时变分方程
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定理 . 如果广义非完整力学系统有形如
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为该系统在等时变分下的一个积分不变量 *反之，也
成立 *

2 3 广义非完整力学系统的 4&5’%6789
:67)6’积分变量关系与积分不变量

4&5’%6789:67)6’积分不变量和 4&5’%678通用积分
不变量在经典力学，尤其在近代物理学中具有非常

重要的作用［-，12］*众所周知，它们在天体力学、流体
动力学等中也有重要地位 *随着人们认识的发展，积
分不变量受到数学、力学、物理学界广泛的重视，

;7’&<=甚至认为［,］：积分不变量不仅是 >6?5<)&’ 流
的基础，并且可以作为整个力学的基础 * @ABC5%，刘端
等人在积分不变量的基本理论方面做了很有价值的

工作［1D，1E］*下面进一步给出广义非完整力学系统的
4&5’%6789:67)6’积分变量关系和积分不变量，并给出
4&5’%678通用积分不变量 *
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引入时间的任意可微无限小函数!%，它产生出
的变轨与正轨之间的非等时变分与等时变分之间满

足关系式
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在#值对应的路径为正路的情况下，有（,）式成
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!"!#，$），$）" #的闭曲线 %#
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" &#
"

（#）
（!），!#

"!# " !#
"!#（!）

（#!!!"；" " $，⋯，’；# " $，⋯，(），
其中!" #，!""为 %# 上同一点，由于约束的存在，

%# 实际上是在广义增广相空间的某子空间中 %以

%# 上每一点各引一条真实路径，得到一个封闭的正

路管

&"
（#） " &"

（#）
（ $，!），!"!# " !"!#（ $，!）

（#!!!"；" " $，⋯，’；# " $，⋯，(），
其中 &"
（#）
（ $，#）" &"

（#）
（ $，"），!"!#（ $，#）" !"!#（ $，"），在

此正路管上任取一条包围正路管并与每根轨线相切

的闭曲线 %$

&"
（#）

" &$
"

（#）

（!），!"!# " !$
"!#（!），$ " $$（!）

（#!!!"；" " $，⋯，’；# " $，⋯，(）%
将（&’）式在［#，"］上积分，得

# " )（"）( )（#）

""
"

# #
’

" " $
#

(

# " $
!"!## &"
（#($）( *!( )$ $$

$#

)"
"

#"
$$

$#
#

’

" " $
#

(

# " $
$"% &"
（#($( )） * $

"$%$
#

’

" " $
#

(

# " $
!"!## &"
（#($）( *!( )$

($%#
#

’

" " $
#

(

# " $
!"!## &"
（#($）( *!( )$

)"
$$

$#$% #
’

" " $
#

(

# " $
$"% &"
（#($( )） * $ % （&+）

考虑到 $#，$$ 的任意性，这里 % 为包围正路管且和
每根轨线相切的任一曲线

&"
（#） " &"

（#）
（!），!"!# " !"!#（!），$ " $（!）

（#!!!"；" " $，⋯，’；# " $，⋯，(）%
将（&+）式两端同除以!$ " $$ ( $#，取极限，应用

中值定理，得到关系式

*
* $$% #

’

" " $
#

(

# " $
!"!#! &"
（#($）( *!( )$

"$%
(#

’

" " $
#

(

# " $
$"" &"
（#($( )） , （-#）

!"#" 广义非完整力学系统的 $%&’()*+,-)*.)’ 积分
变量关系与积分不变量

定理 - 如果曲线 % 是围绕广义非完整力学系
统正路管的任意闭曲线，则沿此曲线存在积分变量

关系

* +
* $ "$%

(#
’

" " $
#

(

# " $
$"" &"
（#($( )） ， （-$）

其中

+ "$% #
’

" " $
#

(

# " $
!"!#! &"

（#($）( *!( )$ （-&）
表示广义非完整力学系统的 ./0123456734831积分 %如

果存在势函数 ,（ &"
（# ( $）
），则使得$#

" " #,
# &"
（# ( $）（# " $，

⋯，(），或者$" " #，则沿曲线 % 存在广义 ./0123456
734831积分不变量，即

$% #
’

" " $
#

(

# " $
!"!#! &"
（#($）( *!( )$ " 2/198, （--）

若曲线 % 是由广义非完整力学系统的同时状
态所组成，!$ " #，则有
定理 : 如果围绕广义非完整力学系统正路管

的闭曲线 % 是由该系统的同时状态所组成，则沿此
曲线存在积分变量关系

* +$
* $ "$%

(#
’

" " $
#

(

# " $
$"" &"
（#($( )） ， （-:）

其中

+$ "$%#
’

" " $
#

(

# " $
!"!#" &"
（#($）

（-;）

表示广义非完整力学系统的 ./012345积分 %如果存

在势函数 ,（ &"
（# ( $）
），使得$#

" " #,
# &"
（# ( $）（# " $，⋯，(），

或者$" " #，则沿曲线 % 存在广义 ./012345通用积
分不变量，即

$%#
’

" " $
#

(

# " $
!"!#" &"
（#($） " 2/198, （-<）

;, 推 论

/"0" 关于广义非完整力学的!1"#1$定义和运动方
程的讨论

对于不受约束的力学系统，约束对虚位移的限

制自行消失，广义非完整约束力$" " #，方程（’）和
（$$）蜕化为广义经典力学的 =3>431>?方程和正则方
程［-］%
对于不受非完整约束的非保守力学系统，如果

把$" 重新定义为

$" " -.（ $，&"，&
·

"，⋯，&"
（ (）
）， （-@）

由方程（’）和（$$）得到广义非保守力学系统的 =36
>431>?方程和正则方程［$:］%
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在（!）式定义的（ ! " #）次速度空间中，广义非完
整力学的!$"#$$定义（%）和（&）蜕化为高阶非完整
力学系统的!$"#$$定义（’）和（!），方程（(）和（##）
蜕化为高阶非完整力学系统的 )*+,-方程和正则方
程［’%］.
在%" / 0，%#$!0的位形空间中，广义非完整力

学的!$"#$$定义（%）和（&）蜕化为一阶非完整力学
系统的!$"#$$定义，方程（(）和（##）蜕化为一阶非
完整系统的 )*+,-方程和正则方程［’%］.

!"#" 广义经典力学系统的积分不变量

对于不受约束的广义经典力学系统，!$ / 0，由
定理 #至定理 %分别得到
推论 # 如果广义经典力学系统有形如

"（ #$
（% " #）
，&$1%，"）/ 2*34, .的一个第一积分，那么（#5）

式为该系统在非等时变分下的一个积分不变量 .反
之，也成立 .
推论 ’ 如果广义经典力学系统有形如

"（ #$
（% " #）
，&$1%，"）/ 2*34, .的一个第一积分 . 那么表

达式

"#
’

$ / #
#

!

% / #

&"
& #$
（%"#）% #$

（%"#）6 &"&&$1%
%&$1( )%

为该系统在等时变分下的一个积分不变量 .反之，也
成立 .
推论 ! 如果曲线 ( 为围绕广义经典力学系统

正路管的任意闭曲线，则沿此曲线存在广义

7*8329:;<=9:,93积分不变量，即

$( #
’

$ / #
#

!

% / #
&$1%’ #$
（%"#）" )’( )" / 2*34,> （!(）

推论 % 如果围绕广义经典力学系统正路管的
闭曲线 ( 是由该系统的同时状态所组成，则沿此曲
线存在广义 7*8329:;通用积分不变量，即

$(#
’

$ / #
#

!

% / #
&$1%’ #$
（%"#） / 2*34,> （!5）

!"$" 广义非保守力学系统的积分不变量

对于不受非完整约束的力学系统，把!$ 重新

定义为（!?）式，由定理 #至定理 %得到
推论 & 如果广义非保守力学系统有形如

"（ #$
（% " #）
，&$1%，"）/ 2*34, .的一个第一积分，那么（#5）

式为该系统在非等时变分下的一个积分不变量 .反
之，也成立 .
推论 @ 如果广义非保守力学系统有形如

"（ #$
（% " #）
，&$1%，"）/ 2*34, .的一个第一积分，那么表

达式

"#
’

$ / #
#

!

% / #

&"
& #$
（%"#）% #$

（%"#）6 &"&&$1%
%&$1( )%

为该系统在等时变分下的一个积分不变量 .反之，也
成立 .
推论 ? 如果曲线 ( 为围绕广义非保守力学系

统正路管的任意闭曲线，则沿此曲线存在积分变量

关系

A
A "$( #

’

$ / #
#

!

% / #
&$1%’ #$
（%"#）" )’( )"

/$(
"#

’

$ / #
#

!

% / #
*$% #$
（%"#( )） > （%0）

假如广义力学系统只受保守力的作用，则沿曲线 (
存在广义 7*8329:;<=9:,93积分不变量（!!）式 .
推论 ( 如果围绕广义非保守力学系统正路管

的闭曲线 ( 是由该系统的同时状态所组成，则沿此
曲线存在积分变量关系

A
A "$(#

’

$ / #
#

!

% / #
&$1%% #$
（%"#） /$(

"#
’

$ / #
#

!

% / #
*$% #$
（%"#( )） >

（%#）
假如广义力学系统只受保守力的作用，则沿曲线 (
存在广义 7*8329:;通用积分不变量（!@）式 .

!"%" 高阶非完整力学系统的积分不变量

在满足（’）和（!）式的（ ! " #）次速度空间中，（5）
和（#0）式化为

&$1% / &+
&#$
（ !），) / #

’

$ /#
&$1 !##$
（ !）" +，!$ / #

,

$/#
%!
$
&-$
&#$
（ !），

（%’）
由定理 #至定理 %分别得到
推论 5 如果高阶非完整力学系统有形如

"（ #$
（ ! " #）
，&$1 !，"）/ 2*34, .的一个第一积分，那么表

达式

"#
’

$ / #

&"
& #$
（ !"#）’ #$
（ !"#）6#

’

$ / #

&"
&&$1 !
%&$1 ! 6&"&"’( )"

为该系统在非等时变分下的一个积分不变量 .反之，
也成立 .
推论 #0 如果高阶非完整力学系统有形如

"（ #$
（ ! " #）
，&$1 !，"）/ 2*34, .的一个第一积分，那么表

达式

"#
’

$ / #

&"
& #$
（ !"#）% #$
（ !"#）6 &"&&$1 !

%&$1( )!
为该系统在等时变分下的一个积分不变量 .反之，也
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成立 !
推论 "" 如果曲线 ! 是围绕高阶非完整力学

系统正路管的任意闭曲线，则沿此曲线存在积分变

量关系

# "
# # $!!

%"
$

% $ "
!%! &%
（ ’%"( )） ， （&’）

其中

" $!! "
$

% $ "
(%( ’" &%
（ ’%"）% )"( )# （&&）

表示经典力学系统的高阶 )*+,-./012./3.,积分 !如果

存在势函数 *（ &%
（ ’ % "）
），使得!% $ #

*
# &%
（ ’ % "），或者!% $ 4，

则沿曲线 ! 存在高阶 )*+,-./012./3.,积分不变量

!! "
$

% $ "
(%( ’" &%
（ ’%"）% )"( )# $ -*,536 （&7）

推论 "8 如果围绕高阶非完整力学系统正路
管的闭曲线 ! 是由该系统的同时状态所组成，则沿
此曲线 ! 存在积分变量关系

# ""
# # $!!

%"
$

% $ "
!%! &%
（ ’%"( )） ， （&9）

其中

"" $!!"
$

% $ "
(%( ’! &%
（ ’%"）

（&:）

表示经典力学系统的高阶 )*+,-./0积分 !如果存在

势函数 *（ &%
（ ’ % "）
），使得!% $ #

*
# &%
（ ’ % "），或者!% $ 4，则沿

曲线 ! 存在高阶 )*+,-./0通用积分不变量，即

!!"
$

% $ "
(%( ’# &%
（ ’%"） $ -*,536 （&;）

96 结 语

本文的主要结果为（&），（7），（;），（""）式和定理
"—&6 推论 7—; 在广义非保守力学中，推论 <—"8
在高阶非完整力学中也均为新的结果 6 推论 "和 8
即为文献［"7］的结果，推论 ’ 和 & 即为文献［’;］的
结果 !对于一阶非完整力学系统，取 + $ ’ $ "，由定
理 "得到文献［’:］的结果，由定理 8 得到文献［’’］
的结果，由推论 :和 ;得到文献［’9］的结果 !
在本文基础上，还可以进一步研究给出广义非

完整力学系统的万有 #=>?@AB@/3 原理、最小作用量
原理，建立系统的 C+@?5@, 算子、DE?@/ 算子及其关
系，给出系统的 C+@?5@,型方程或其他类型的方程，
给出系统的 F*E3G 降阶法、HG+33.I@/ 降阶法、J.A+?1
3*,1K.-*B+ 方法、场方法等积分方法，给出系统的
C*@3G@/对称性、L+@对称性、形式不变性及相应的守
恒律，研究系统的代数结构与几何结构，研究该理论

在数学、力学、物理学相关分支中的应用等 !
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