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对齐次平衡法的一些关键步骤进行拓宽，获得了一系列非线性方程的多孤子解，使得对非线性方程的多孤子

解的求解方法更加直接，且许多步骤可以利用计算机完成 (
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# - 引 言

在自然科学研究中，往往对一些非线性问题进

行探讨，而对这些非线性问题所带来的一些非线性

方程的求解一直是一个核心问题，尤其是求解这些

方程的多孤子解 (近几十年来，在非线性数学物理研

究领域内涌现出不少求解非线性偏微分方程的方

法，如反散射方法、./012345 变换、6789:; 变换、<;8=
>93? 变换等［#—"］( 然而，这些方法在求多孤子解时，

解法过于繁杂，思路迂回曲折，不易于求解 ( 近几年

提出并发展起来的齐次平衡法［’—#)］，其解法比较简

单直接，但在多孤子解的求解上其可解的方程有限

（只对一些特殊方程组有效［%，+］）(本文对此进行了分

析，发现只要对齐次平衡法的一个关键步骤进行拓

展，就可以使其对多孤子解的求解范围大大拓宽，从

而更加完善齐次平衡法，同时还得到一批形式丰富

的精确解，而且本文的关键步骤均可以在计算机上

进行，充分展现了现代计算机在求解非线性偏微分

方程精确解中的突出作用 (
首先概述齐次平衡法的基本思想和步骤［@，,］(
对于一个给定的非线性偏微分方程，假定有两

个自变量 !，"
#（$，$! ，$" ，$!! ，$!" ，$"" ，⋯）A $， （#）

式中 # 一般为多项式函数 ( 通过要求（#）式中的最

高阶导数项与最高次非线性项平衡，可以选择 $ 为

$（!，"）A !
%B &’（!）

!%!!&" B (（ ’（!））， （&）

(（ ’（!））为 ’（!）关于 ! 和 " 的低于 % B & 阶偏导数

的适当的线性组合 (将（&）式代入（#）式，经过求导整

理后，集合!（!，"）的偏导数的最高幂次的全部项，令

其系数为零，可得关于 ’（!）的常微分方程，解之，得

’ A )（!）， （)）

再由（)）式出发，将前一步所得方程中 ’ 的各阶导数

的非线性项换成 ’ 的高阶导数的线性项，然后将 ’
对!相同导数项整理到一起，可得

*（ ’（!（!，"）））A $( （"）

令 ’ 的各阶导数前系数为零，得到关于!的一组齐

次微分方程组

+（!）A $( （’）

解此方程组可得! A!（ !，"），将其和（)）式一起代

回（&）式，可得方程（#）的一系列精确解 (
经过分析发现，使用上述方法难以得出大多数

非线性方程的多孤子解，究其主要原因在于令（"）式

中 ’ 对!相同导数项前的系数为零的假设限制了

!（!，"）的一般性，因为 ’ 是!的函数，（"）式成立并

不意味着 ’ 对!的各阶导数前系数为零 (例如，*5C
方程的两孤子解（#’）式就不能使得（#$）式中 ’ 的各

阶导数前的系数为零 (所以采取直接求解（"）式的办

法，可得方程（#）的更多形式的精确解 (于是，对于 ,
孤子解，令
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（&" ! &$ ! &# ）’!（ (" ! ($ ! (# ）) ! ⋯

! *+ &
（&% ! &# !⋯! &! ）’!（ (% ! (# !⋯! (! ）) ， （’）

式中 ! 为一个自然数 ( 将（’）式直接代入（)）式，把

&&"’ ! (" )（ " " %，#，⋯，!）及其高次项整理到一起，则

（)）式的成立就必然有 &&"’ ! (" ) 及其高次项前的系数

为零，于是就得到一组只包含一些待定常数的超定

代数方程组，解此方程组就可得到包含 ! 孤子解的

一些精确解 (而且将（’）式代入（)）式的代入、整理过

程，以及待定常数的代数方程组的求解，均可借助于

*+,-&.+,/0+ 软件在计算机上实现，大大减轻了在求

解非线性方程多孤子解时的计算工作量 (

# 1 应用举例

例 % 考虑 234 方程

,) ! ’,,’ ! ,’’’ " 5( （6）

设（6）式具有如下形式的解：

, " - 7（!）!#
’ ! - 8（!）!’’ ， （9）

使用齐次平衡法的前几步［6］，易得

- " #:;!， （<）

,) ! ’,,’ ! ,’’’ "（!#
’!) ! )!#

’!’’’ $ =!’!#
’’ ）-!

!（#!’!’) !!)!’’ $ #!’’!’’’

! >!’!’’’’）- 7 !（!’’)

!!’’’’’）- 8 " 5 ( （%5）

依齐次平衡法应令（%5）式中 - 的各阶导数前的

系数为零［6］，这样就不能求出 234 方程的多孤子

解 (为了解决这个问题，我们考虑直接对方程（%5）进

行求解 (先研究两孤子解，令（’）式中的 ! " #，则（’）

式变为

!（’，)）" % !!
#

" " %
." &&"’! (" ) ! *+ &

（&% ! &#）’!（ (% ! (#）) (

（%%）

将（%%）式代入（%5）式并整理，由于 &&"’ ! (" )（ " "
%，#）及其高次项前的系数为零，所以可得

#.# (# &#
# ! #.# &#

> " 5， （%#+）
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# $ >&% &)
#

$ #&>
# ! (#（&#

% $ #&% &# $ #&#
#）

! (%（#&#
% ! #&% &# $ &#
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#.#
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% ! #.#
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% " 5， （%#&）
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@（$ #&>
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$ # *+（ *+（&% ! &#）#（ (% ! (# !（&% ! &#）=）$ .% .#

@（$ #&>
% ! >&)

% &# $ #&=
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#
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%
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#）））" 5， （%#C）

$ #.#
# (# &#

# $ #.#
# &>

# " 5， （%#D）

$ #.% *#+(# &#
# $ #.% *#+&>

# " 5 ( （%#:）
利用 *+,-&.+,/0+ )15# 求解方程组（%#），可得

（%）当 .%，.#，&%，&# 均不为零时

(% " $ &=
%， (# " $ &=

#， *+ "
.% .#（&% $ &#）#

（&% ! &#）# ，

（%=）

则由上式和（9），（<），（%%）式，可得 234 方程（6）的精

确解
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% )! &# ’ ）

@（&% ! &#）#）#， （%)）

式中 .%，.#，&%，&# 为任意非零常数 (其中当 .% F 5

且 .# F 5 时，若取 #" " &" E#，"" " [%
# &"’ $ &=

" ) !

(:;
&% $ &#

&% ! &#
. ) ]" （其中 " " %，#），（%)）式可简化为

,（’，)）" #（##
% $ ##

#）
##
% 0G0-#"% ! ##

# G&0-#"#

（#% 0,-"% $ ## ,-"#）# (

（%>）
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（!"）式就是 #$% 方程（&）的典型的两孤子解，如图 !
（’）(而且很容易证明（!"）式不能使（!)）式中 ! 的各

阶导数前的系数为零，即原有的齐次平衡法不能求

解出 #$% 方程的多孤子解 ( 当 "! * ) 或 "+ * ) 时，

（!,）式虽然是方程（&）的精确解，但由于有奇点，所

以不再是孤子解，如图 !（-）(

图 ! 参数为 #! . +，#+ . !，且 $ 分别为 / !，)，! 时的

%0& 图 （’）中 "! . 1，"+ . 1，是 #$% 方程（&）的两孤子

解；（-）中 "! . 1，"+ . / !，不是孤子解，但还是方程（&）

的一个精确解

（+）当 "! . )，但 "+，#!，#+ 均不为零时

’! . #1
+， ’+ . / #1

+， #! . / #+ （!2’）
或者

() . )， ’+ . / #1
+， （!2-）

可以证明（!2）式中两个解在本质上一致 (由（!2）式

和（3），（4），（!!）式，可得方程（&）的又一精确解

%（&，$）.
+"+（! 5 () ）6#1

+ $5 #+ &#+
+

（（! 5 () ）6#1
+ $ 5 "+ 6#+ &）+

， （!&）

式中 "+，() ，#+ 为任意常数 (
由于对称性，所以当 "+ . )，但 "!，#!，#+ 均不

为零时的情况同理可以得出 (
（1）当 #! . ) 时

’+ . / #1
+， () . "! "+ （!3’）

或者

’! . )， ’+ . / #1
+， "! . ) （!3-）

或者

() . )， ’+ . / #1
+， "! . )， （!37）

可以证明（!3）式中三个解在本质上与（!2）式的两个

解一致，所以得到的方程（&）的精确解在本质上与

（!&）式相同 (同样由于对称性，所以当 #+ . )，不会

再有新的解产生 (
如果考虑三孤子解的情况，则取（2）式中的 * .

1，同样按照上述办法，可以得到 #$% 方程（&）的另

一些精确解，

%（&，$） (. (+ (/ "!! #! 6/ #1
! $5 #! & 5

"!! "!+ 6/ #1
! $/ #1

+ $5 #! &5 #+ &（#! / #+）+

#! 5 #+
5 "!1 #1 6/ #1

1 $5 #1 &

5
"!! "!1 6/ #1

! $/ #1
1 $5 #! &5 #1 &（#! / #1）+

#! 5 #1
5 "!+ #+ 6/ #1

+ $5 #+ & 5
"!+ "!1 6/ #1

+ $/ #1
1 $5 #+ &5 #1 &（#+ / #1）+

#+ 5 #1

5（"!! "!+ "!1 6/ #1
! $/ #1

+ $/ #1
1 $5 #! &5 #+ &5 #1 &（#! / #+）+（#! / #1）+（#+ / #1）+（#! 5 #+ 5 #1））8（（#!

5 #+）+（#! 5 #1）+（#+ 5 #1）+ )）
+ (5 ! 5 "!! 6/ #1

! $5 #! & 5
"!! "!+ 6/ #1

! $/ #1
+ $5 #! &5 #+ &（#! / #+）+

（#! 5 #+）+

5 "!16/#1
1 $5#1 & 5

"!! "!16/#1
! $/#1

1 $5#! &5#1 &（#! / #1）
+

（#! 5 #1）
+ 5 "!+6/#1

+ $5#+ & 5
"!+ "!16/#1

+ $/#1
1 $5#+ &5#1 &（#+ / #1）

+

（#+ 5 #1）
+

5（"!! "!+ "!1 6/ #1
! $/ #1

+ $/ #1
1 $5 #! &5 #+ &5 #1 &（#! / #+）+（#! / #1）+（#+ / #1）+）8（（#! 5 #+）+（#! 5 #1）+

9（#+ 5 #1）+ )）（"!! "!+（#! / #+）+ 6/ #1
! $/ #1

+ $5 #! &5 #+ & 5 "!! #+
! 6/ #1

! $5 #! & 5 "!! "!1（#! / #1）+

9 6/ #1
! $/ #1

1 $5 #! &5 #1 & 5 "!+ #+
+ 6/ #1

+ $5 #+ & 5 "!+ "!1（#+ / #1）+ 6/ #1
+ $/ #1
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1 6/ #1

1 $5 #1 &

5（"!! "!+ "!1 6/ #1
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（（!! " !#）#（!! " !$）#（!# " !$）# ) )）） (% ! " "!! &’ !$
! #" !! $ "

"!! "!# &’ !$
! #’ !$

# #" !! $" !# $（!! ’ !#）#

（!! " !#）#

" "!$&’!$
$ #"!$ $ "

"!! "!$&’!$
! #’!$

$ #"!! $"!$ $（!! ’ !$）
#

（!! " !$）
# " "!#&’!$

# #"!# $ "
"!# "!$&’!$

# #’!$
$ #"!# $"!$ $（!# ’ !$）

#

（!# " !$）
#

"（"!! "!# "!$ &’ !$
! #’ !$

# #’ !$
$ #" !! $" !# $" !$ $（!! ’ !#）#（!! ’ !$）#（!# ’ !$）#）%（（!!

" !#）#（!! " !$）#（!# " !$）# )）
#
， （!(）

式中 "!，"#，"$，!!，!#，!$ 为任意非零常数 )当 "!

* +，"# * +，"$ * + 同时成立时，（!(）式就是 ,-. 方

程（/）的三孤子解，而且有 0 个可以调整的常数；当

"! 1 + 或 "# 1 + 或 "$ 1 + 时，（!(）式虽然是方程（/）

的精确解，但也是由于有奇点，所以不再是孤子解 )
同样地，可以证明（!(）式也不能使（!+）式中 % 的各

阶导数前的系数为零 )继续取 & 2 $，还可得到一系

列其他形式的精确解，但由于形式太复杂，而且也与

,-. 方程的三孤子解没有关系，故不再列出 )
例 # 考虑长水波近似方程

’# ’ ’’$ ’ ($ " !
# ’$$ 2 +， （#+3）

(# ’（’(）$ ’ !
# ($$ 2 +) （#+4）

假定（#+）和（#!）式具有如下形式的解：

’ 2 % 5（!）!$ " "， （#!3）

( 2 % 6（!）!#
$ " % 5（!）!$$ " )， （#!4）

使用齐次平衡法的前几步［7］，易得

% 2 89!， （##）

’# ’ ’’$ ’ ($ " !
# ’$$ 2 !$!# ’ "!#

$ ’ !
#!$!( )$$ % 6

" !$# ’ "!$$ ’ !
#!( )$$$ % 5

2 +， （#$）

(# ’（’(）$ ’ !
# ($$ 2 !#

$!# ’ "!$
$ ’ !

#!
#
$!( )$$

: %! (" #!$!$# "!$$!#

’ $"!$!$$ ’ !
#!

#
$$ ’!$!$$$

’ )!# )$ % 6 (" !$$# ’ "!$$$

’ !
#!$$$$ ’ )! )$$ % 6 2 + )（#;）

同样地，考虑两孤子解，于是令（0）式中的 & 2
#，则（0）式变为（!!）式，再将（!!）式代入上式，整理

后可得

’ !
# "! !!（#"!! " !#

! ’ # *!）2 +， （#<3）

’ !
# "# +,!!（#"!! " !#

! " #!! !# ’ # *!）2 +，

（#<4）

’ !
#（’ #"（"! "#（!! ’ !#）# " +,（!! " !#）#）

’ "! "#（!! ’ !#）（!#
! ’ !#

# ’ # *! " # *#）

’ +,（!! " !#）（!#
! " #!! !#

" !#
# ’ #（ *! " *#）））2 +， （#<=）

’ !
# "# !#（#"!# " !#

# ’ # *#）2 +， （#<-）

’ !
# "! +,!#（#"!# " #!! !# " !#

# ’ # *#）2 +，

（#<&）

’ !
# "# !#

#（#) " #"!# " !#
# ’ # *#）2 +，

（#<>）

’ !
# "#

! +,!#
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’ !
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! " #"!#

" !#
# " # *! ’ # *#）" # +,（’ !;
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! !# " #!#

! !#
#

" $!! !$
# " !;

# " #)（!#
! " !! !# " !#

#）" "（’ #!$
!

’ $!#
! !# " $!! !#

# " #!$
#）" #!#

! *! " #!! !# *!
’ !#

# *! " !#
! *# ’ #!! !# *# ’ #!#

# *#））2 +， （#<@）

’ !
# "! !#

!（#) " #"!! " !#
! ’ # *!）2 +，（#<A）

’ !
# "#

# +,!#
!（#) " #"!! " #!! !# " !#
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!
#（’ +,（!! " !#）#（#) " !#

! " #!! !# " !#
# " #"

:（!! " !#）’ # *! ’ # *#）’ #"! "#（!;
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! !#
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! !#

# ’ !! !$
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" "# ! !"
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# ! "#（!# $ !"）

$ !"
" $ " "# ! " ""）! " %&（!)

# ! *!*
# !" ! "!"

# !"
"

$ "!# !*
" $ !)

" ! "$（!"
# ! !# !" ! !"

"）! #（"!*
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! *!"
# !" $ *!# !"

" $ "!*
"）$ "!"

# "# $ "!# !" "#
! !"

" "# $ !"
# "" ! "!# !" "" ! "!"

" ""））% &，（"’+）
#
" #"

# !"
#（$ "$ ! "#!# ! !"

# $ ""#）% &，（"’,）

#
" #" %"&!"

#（$ "$ ! "#!# ! !"
# ! "!# !" $ ""#）% &，

（"’-）

#
" %&（ %&（!# ! !"）"（$ "$ ! !"

# ! "!# !" ! !"
"

! "#（!# ! !"）$ " "# $ " ""）! "## #"（!)
#

$ ’!"
# !"

" ! !)
" $ "$（!"

# $ !# !" ! !"
"）

! #（"!*
# $ *!"

# !" $ *!# !"
" ! "!*

"）

$ "!"
# "# ! "!# !" "# ! !"

" "# ! !"
# ""

! "!# !" "" $ "!"
" ""））% &， （"’.）

#
" #"

" !"
"（$ "$ ! "#!" ! !"

" $ " ""）% &，

（"’/）

#
" ## %& " !"

"（$ "$ ! "#!" ! "!# !" ! !"
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利用 23456,34783 )9&" 求解以上超定方程组，可得
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则由上式和（##），（"#），（""）式，可得方程（"&）的精

确解
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式中!* % !*+ ! #
" !*（"# ! !* ）,（ * % #，"）0（";）式就

是长水波近似方程（"&）的两孤子解 0 当 ## % #" % #
时，可得文献［=］的结果 0
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可以证明（"=3）与（":）式本质上等价，所以也可得到

形如（";）式的两孤子解 0
（"=<），（"=8），（"=?）和（"=@）式本质上也等价，所

以由此 ) 式中的任意一式并和（##），（"#），（""）式，

可得方程（"&）的精确解，
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（"=>）和（"=6）式本质上也等价，所以由此两式

中的任意一式并和（##），（"#），（""）式，可得方程

（"&）的精确解，
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同样地，当 #" % & 时，可以对应地给出其余结
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果 !由于其余的一些结果与原方程（"#）多孤子解没 有关系，故不再列出 !
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