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在量子光学、凝聚态物理、原子分子物理中存在许多典型的具有三生成元李代数结构的量子系统或模型 ’ 用

()*+,-.+,)/0)12 不变量理论及与不变量有关的幺正变换方法精确求解了这些系统的含时薛定谔方程的精确解 ’
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!国家自然科学基金（批准号：!#####!5）资助的课题 ’

" 6 引 言

在量子光学、凝聚态物理、原子分子物理中存在

许多典型的具有三生成元李代数结构的量子系统或

模型 ’由于这些系统和模型具有物理意义，对它们的

研究有助于突出物理现象的本质，所以它们一直被

广泛研究 ’例如，带电自旋粒子在磁场中的运动［"，$］、

光子在非共面弯曲的光纤中的传播［!—3］，引力场中

粒子自旋与引力磁场的耦合［&—7］等都可以用自旋模

型来描述 ’自旋模型是一个最为人熟知的三生成元

量子系统［4—"!］’除此之外，在一些领域中，还存在着

许多模型，其哈密顿量可以用三个李代数生成元表

征 ’如具有如下形式哈密顿量

! 8 !" "9
" "" :!$ "9

$ "$ : #"" "$ : #! "9
" "9
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的耦合谐振子模型，令 $ : 8 "9
" "9

$，$ ; 8 "" "$，$! 8
"
$（"" "9

" : "9
$ "$），则 $ : ，$ ; 和 $! 满足 %&（"，"）李

代数生成元对易关系 ’广义谐振子的哈密顿量［"5］为

! 8 "
$［’($ : )（(* : *(）: +*$］， （$）

可以证明 ($，*$ 和 +（(* : *(）也构成李代数生成元，

满足对易关系

［($，*$］8 $+（(* : *(），

［+（(* : *(），($］8 5($，

［+（(* : *(），*$］8 ; 5*$ ’ （!）

又如带电粒子在磁场中的运动，其哈密顿量为
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其中! 8 / <"，"为粒子质量，/ 为磁场强度 ’令
$" 8",

$，

$$ 8 ; "
"
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它们满足

［$"，$$］8 $+$!，

［$!，$$］8 5+$$，

［$!，$"］8 ; 5+$" ’ （&）

显然该系统也具有三生成元李代数结构 ’ 有意义的

是，二能级单模多光子 =>?/),-@ABB+/C, 模型具有超

对称结构［"3，"&］’ 可以证明，在相应于守恒的生成元

（不变量）的属于某一本征值的 D+1E)FG 子空间中，其

生成元也具有三生成元李代数性质 ’ 二能级多光子

超对称 =>?/),-@ABB+/C, 模型的哈密顿量为［"%，"7］

!（ 0）8!（ 0）"9 " :!#（ 0）
$ #. : #（ 0）（"9）1#;

: #!（ 0）"1#: ， （%）

其中 "9 和 " 为光子场的产生、湮没算符，H>A1+ 矩阵

#: ，#; 和#. 为二能级原子算符 ’ 计算证明，"9 " :

#. :
"
$ ，"91#; ，"1#: 满足三生成元李代数对易关系 ’

对于许多量子系统尽管已做了大量研究，但所有这
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些研究大多限于哈密顿量不显含时间的情形（或者

哈密顿量部分参数含时），其用来确定 !"#$%&’()*$ 方

程的解的方法是：先将解写成以某一算符的本征函

数展开的形式，然后将这个通解代入 !"#$%&’()*$ 方

程，确定出所有展开系数［+,］- 这一方法对于精确求

解哈密顿量全部参数都含时的 !"#$%&’()*$ 方程一般

并不奏效 - +,., 年由 /*0’1 和 2’*1*(3*4& 提出的不变

量理论［56］适合处理含时问题，但是所获得的解一般

是形式解，所以还必须使用 +,,+ 年由高孝纯等人提

出的与不变量有关的幺正变换方法［+7］来精确求解这

些含时系统 -本文结合这些不变量理论精确求解了一

般的含时三生成元系统 !"#$%&’()*$ 方程的解，它们都

是显式解 -由于几何相位出现在哈密顿量含时或者哈

密顿量含演化参数［5+—58］的系统中，所以不变量理论

也是研究几何相位的理论工具 -

5 9 含时!"#$%&’()*$方程的精确解

引言中提到的随时间演化的系统都可以用下面

的含时 !"#$%&’()*$ 方程来描述：

’!:!（!）〉"

!! ; #（!）:!（!）〉" ， （<）

其中哈密顿量可以写成由三个算符 $，%，& 构成的

形式：

#（!）;"（! {）
+
5 1’(#（!）*=>［? ’$（!）］$

@ +
5 1’(#（!）*=>［’$（!）］% @ "A1#（!） }& ，（,）

其中 B，C，D 满足如下李代数对易关系：

［$，%］; ’&，［&，$］; ($，

［&，%］; ? (%， （+6）

其中 (，? (，’ 为该李群的结构常数 - 对于一般三

生成元系统，通过对生成元作适当的线性组合，总可

以构成满足对易关系（+6）的新的生成元，哈密顿量

可以化成这些新的生成元的线性组合形式 - 根据

/*0’1E2’*1*(3*4& 不变量理论，如果算符 )（ !）满足如

下的不变量方程［56］：

!)（!）
!! @ +

’［ )（!），#（!）］; 6， （++）

那么该算符被称作不变量 - 不变量的本征值与时间

无关，即

)（!）:%，!〉) ;%:%，!〉) ，
!%
!! ; 6- （+5）

从（++）式可以看出，不变量 )（ !）也应该是生成元

$，%，& 的线性组合形式，不妨写作

)（!）; {* +
5 1’(+（!）*=>［? ’,（!）］$

@ +
5 1’(+（!）*=>［’,（!）］ }%

@ "A1+（!）&， （+8）

其中常数 * 的表达式（用 (，’ 表示）将在下面给

出 -将（+8）式代入（++）式，得到如下两个辅助方程：

**=>（? ’,）（+· "A1+ ? ’,
·
1’(+）? ’("

F［*=>（? ’$）"A1+1’(# ? **=>（? ’,）1’(+"A1#］; 6，

+·@ ’*
5"1’(#1’(（, ?$）; 6， （+7）

其中 +，, 上的点表示对它们关于时间的求导，含时

变量 +，, 由上面的辅助方程确定，所以不变量（+8）

的形式原则上是确定的 - 容易证明：（<）式的一个特

解 :!（!）〉" 可以用不变量 )（ !）的本征态 :%，!〉) 来表

示，即

:!（!）〉" ; *=> +
’&（![ ]） :%，!〉) ， （+G）

其中
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!
!

6 )
〈%，!H :#（!H）:%，!H〉) & !H 和!

!

6 )
〈%，!H : ? ’’

’!H :%，!H〉) & !H

的物理意义分别为动力学相位和几何相位 - 注意

（+G）式只是 !"#$%&’()*$ 方程的一个形式解 - 进一步

利用与不变量有关的幺正变换方法，可以得到含时

!"#$%&’()*$ 方程精确解的完备集 - 根据与不变量有

关的幺正变换方法［+7，57，5G］的精神，令含时幺正变换

算符具有这种形式：

-（!）; *=>［(（!）$ ?(
"（!）%］， （+I）

其中(（!）; ? +（!）
5 .*=>［ ?’,（!）］，(

"（!）; ? +（!）
5 .

*=>［’,（ !）］，常系数 . 待定 -利用 J4KLM*$ 公式，经过

大量计算可以得到
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! "#$ !"( )%
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容易看出如果选择

& * !
!"( )%

&’% ， $ * &
!"( )%

&’% ， （&+）

则有

’( * %， （%,）

即通过幺正变换（&-）式获得的 ’( 是一个与时间无

关的生成元 % ( ’( 的本征值和本征函数容易求得，其

本征方程和本征函数可分别写为

’( .!〉*!.!〉， .!〉* (/（)）.!，)〉’ ( （%&）

利用幺正变换 (（)）* 012［ *（)）］和 3450678492:0;;7
<4=">?6@@ 公式［%A］
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可以得到
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B [" F?"#F?" !"!%( )#$

B

!"!%
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和
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!) [* E #

% #· $012（E #,）E &
%

&
!"!%

,
·
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[B #
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%
&
!"!%

,
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E ,
·

[! & E F?" !"!%( ) ]#$ %，
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于是在幺正变换下，哈密顿量 +（ )）相应变为

+(（)）* (/（)）+（)）(（)）E (/（)）#!(（ )）
!)

{* [" F?"#F?"# B

!"( )%
&’%

! "#$#"#$#

! F?"（, E$ ]） B ,
·
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在幺正变换 (（ )）下，不变量方程（&&）化为

!’(
!) B &

#［ ’(，+(］* ,( （%A）

由于!’(
!) * ,，故［ ’(，+( ］* ,( 显然由（%G）和（%,）式，

可以证明（%A）式成立 ( 同时获得经幺正变换之后的

含时 HFI6J>#$K06 方程

#
!.%（ )）〉(

!) * +(（)）.%（ )）〉(， （%-）

其中 .%（)）〉( * (/ .%（ )）〉/ (因此 .%（ )）〉( 与 ’( 的

本征态只相差一个含时 07 数因子 012 &
#&（ )[ ]）

［&D］

(

这样根据（&G）和（%&）式，可以得到含时 HFI6J>#$K06
方程（)）的特解 ：

.%（ )）〉/ * 012 &
#&（ )[ ]） (（ )）.!〉， （%)）

其中相位
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)

,
〈! [. (/（ )L）+（ )L）(（ )L）

E (/（ )L）# !
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,
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! "#$（! %! ]） & !
·

"（’ % "#$# }）( $)， （*+）

动力学相位的显式为

"(（ $）,#!
$

-
[$ "#$#"#$%

&

"%( )*
’.*

" $/0#$/0%"#$（! %! ]）( $)，

几何相位的显式为

"1（ $）,#!
$

-

!
·

"（’ % "#$#）( $) 2

可以看出，动力学相位与哈密顿量的系数$，"#$%，

$/0%等直接有关，然而几何相位和这些系数并没有

直接的关系，它体现的是含时系统整体演化特征 2如
果参数 # 与时间无关，那么不变量参数空间一个周

期的几何相位

"1（&）,#!
&

-

!
·

"（’ % "#$#）($) , #"［*&（’ % "#$#）］，

其中 *!（’ % "#$#）表示参数空间的立体角，这个事

实显示了"1（ $）的几何或者拓扑意义 2（*3）式为含

时 4"567(/0186 方程对应于 ’( 本征值为#时的特解，

通解可以很容易地用它们的线性叠加表示 2

9 : 结 论

对于特殊情形，例如自旋模型，其哈密顿量为

) , !· !，故可以选择 * , + & , +’ & /+*，, ,
+ % , +’ % /+*，- , +9，" , ’，% , *，将它们代入方

程（*3）和（*+），所获得结论与文献［3，*;］一致 2本文

用不变量理论和幺正变换方法获得了一般的含时三

生成元量子系统或模型 4"567(/0186 方程的精确解 2
由于几何相位出现在哈密顿量显含时间的系统中，

所以有了含时 4"567(/0186 方程的精确解，就有利于

研究几何相位的性质，从上面的几何相位表达式中

也可以看出几何相位没有色散和相移的性质 2因此

与不变量有关的幺正变换方法是一种研究几何相

位［*3］和含时 4"567(/0186 方程的有效方法，对于含时

场论的研究也有重要意义［*+］2对于生成元个数多于

三个的系统，其含时 4"567(/0186 方程的精确解也可

以用该方法获得 2值得一提的是，含时 4"567(/0186 方

程经常被提到，但含时 <=8/0>?#6(#0 方程却鲜有涉

及 2可以证明，将 @8A/$>B/8$80C8=( 不变量理论推广到

含时 <=8/0>?#6(#0 方程并获得方程的精确解也是可

能的 2关于这方面的结果及对其几何相位的研究将
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