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利用量子空间可因式化 ! 算子，在量子反散射的框架内计算出了可积开边界条件下 """) "& 自旋链模型的

*+,-+ 态的标量积和模，得到了用谱参量函数的行列式表达的开边界条件下的 ./0123 公式 4
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" 8 引 言

对于量子可积系统，人们最为关心的是哈密顿

算子的谱函数和物理算子的关联函数 4 利用 *+,-+
93:/,; 方法，许多可积模型的谱和本征态被构造出

来［"—$］4但是，除了少数在自由费米点的模型以及处

理临界现象或无质量情形的共形场，对许多可积模

型而言，例如 ""#) "
& 自旋链模型［6］，物理算子的关

联函数的计算依然是一个复杂问题 4在周期性边界

条件下，<=>+?23 等人利用量子反散射方法和畴壁条

件下二维统计模型的配分函数，给出了 ""#) "
& 自旋

链模型 *+,-+ 态的标量积，并把它表示成由谱参量

的函数构成的行列式，进而证明了 ./0123 假设，即

*+,-+ 态的模可由一谱参量构成的行列式表示［’］4由
于 *+,-+ 态产生算子的交换复杂性，必须引入辅助

量子对偶场，这就使计算结果中包含着辅助量子对

偶场的真空期待值 4仅在长程渐近情形时，关联函数

的精确表达才能得到 4 最近，@/2AA+, 等人利用 B>23)
C+A’1 的扭转子，构造出了可因式化的 ! 算子，并运

用于周期性边界条件下的 ""#) "
& 自旋链模型［!，5］4

在 ! 算子的作用下，物理算子所作用的量子空间变

为完全对称的，这就克服了由于对称群所引起的交

换复杂性，避免了辅助量子对偶场的引入 4 另一方

面，自从低维可积系统由周期性边界条件被推广到

独立的可积开边界条件后［%］，许多模型的谱和本征

态被 *+,-+ 93:/,; 方法构造出来［"#—"$］4 类似于周期

性边界的情形，大量的工作被用来研究体系形式因

子和关联函数的计算 4计算形式因子和关联函数的

关键在于对量子本征态的研究 4本文将以具有可积

开边界条件的 """) "
& 自旋链模型为例，利用可因式

化 ! 算子，计算体系的 *+,-+ 态的标量积和模，并给

出用谱参量函数的行列式表达的开边界条件下的

./0123 公式 4

& 8 周期性边界条件下的 """) "&自旋链

模型和可因式化 ! 算子

为便于后面的讨论，首先给出周期性边界条件

下的 """) "
& 自旋链模型的一些主要结果，详细的讨

论可参阅文献［$］4模型所对应的 $ 矩阵为

$（%）D

&（%） # # #
# ’（%） (（%） #
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# # # &（%
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4上述 $

矩阵满足杨) */F,+> 方程（G*H），
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对长度为 ! 的自旋链，若定义 "#! #"⋯ #!
（$）# %#!

（ $）

⋯%#"
（ $）%#!

（ $），则单值矩阵可表示为 "（ $）#

"!"⋯!（$）$这里 %&（$）是结合代数

’!"（$! % $"）%（!）
&（$!）%（"）

&（$"）

# %（"）
&（$"）%（!）

&（$!）’!"（$! % $"） （&）

的基本表示 %&（$）# ’’&（$ % !
"!%"& ），%（!）

& ! %&"

!，%（"）
& !!"%& $ "（$）在辅助空间可以表示为

"（$）#
(（$） )（$）

*（$） +（$( )） ［’］
$ （(）

由 "（$）的定义及（&）式可知 "（$）亦满足基本关系

式（&）$在量子反散射的框架内，赝真空态由 (（ $）

和 +（$）的本征态确定，)（ $）和 *（ $）分别作为产

生和湮没算子，

(（$）)’〉# )’〉，

+（$）)’〉##（$）)’〉，

#（$）# #
!

# # !
, $ % !

"! %"( )# ，

*（$）)’〉# ’，

)（$）)’〉$ ’ $ （*）

赝真空态 ) ’〉对应于所有自旋向上的完全铁磁态

) ’〉# %
!

# # !& # $可因式化 - 算子定义为［+］

-$（!）⋯$（!）（"$（!），⋯，"$（!））’$!⋯!（"!，⋯，"!）

# -!⋯!（"!，⋯，"!）， （,）

其中$为 .! 对称群中的任一元素，’$!⋯!（"!，⋯，

"!）为基本 ’ 矩阵（!）的有序乘积，其顺序取决于

$$它把 /!"⋯"/! 空间转变为 /$（!）"⋯"/$（!）空

间 $由 -./ 和基本关系式（&）可知，可因式化 - 算子

具有如下特征：

-!⋯!（"!，⋯，"!）"’，!⋯!（"!，⋯，"!）- %!
!⋯!（"!，⋯，"!）

# -$（!）⋯$（!）（"$（!），⋯，"$（!））"’，$（!）⋯$（!）（"$（!），⋯，

"$（!））- %!
$（!）⋯$（!）（"$（!），⋯，"$（!）

）$ （+）

因此，若定义 - 基下的单值矩阵为

"0 ’，!⋯!（"!，⋯，"!）

# -!⋯!（"!，⋯，"!）"’，!⋯!（"!，⋯，"!）

1 - %!
!⋯!（"!，⋯，"!）， （2）

则由（+）式可知

"0 ’，!⋯!（"!，⋯，"!）# "0 ’，$（!）⋯$（!）（"$（!），⋯，"$（!）），

表明在格点和参量"# 同时交换的情况下，单值矩阵

"0 ’，!，⋯!（"!，⋯，"!）对量子空间 /"! 是完全对称的 $
在 - 基下，单值矩阵的矩阵元表示得非常简洁［+］，
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其中$5
# 为作用在第 # 个格点的局域算子，$5 #

!
"（$

! 5 6$"），｛$2，2 # !，"，&｝为 泡 利 矩 阵 $ 由 于

"0 ’，!⋯!（"!，⋯，"!）亦满足基本关系式（&），因此 "0 中

矩阵元所满足的交换关系与 " 中矩阵元之间的交

换关系一样 $ 同时可以证明，赝真空态在 - 算子的

作用下不变，即 -!⋯! ) ’〉# )’〉$因此，系统本征态的

标积可方便地在 - 基下计算，

〈’)*（$!）⋯*（$&）)（ 3!）⋯)（ 3&）)’〉

#〈’)*0（$!）⋯*0（$&）)0（ 3!）⋯)0（ 3&）)’〉$

（!’）

&7 可积开边界条件下 4448 !"自旋链模

型的本征态

在开边界条件下，为了保证系统的可积性，除了

’ 矩阵，还需要反射矩阵 5［4］，

5 3（$）# 5 $ 3 !
"!，"( )3 ，

5 %（$）# 5 $ % !
"!，"( )% ，

5（$，"）#
$ 3"

% $ 3( )
"

， （!!）

其中 5 5（$）分别为左、右反射矩阵 $ 5 5（ $）满足边

界杨8 .9:;<= 方程（.-./），

’!"（$! % $"）5!
%（$!）’!"（$! 3 $" %!）5"

%（$"）
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! !"
#（""）#$"（"$ % "" #!）!$

#（"$）#$"（"$ # ""），

（$"）

#$"（# "$ % ""）!$
%（"$）$$

& #$"（# "$ # "" #!）!"
%（""）$"

! !"
%（""）$" #$"（# "$ # "" #!）

& !$
%（"$）$$ #$"（# "$ % ""）’ （$(）

在可积开边界条件下，系统的单值矩阵定义为［)］

%$*（"）! &$*（"）!$*
%（"）"" &（# "）""

!
!（"） "（"）

#（"） $（"( )）［*］

’ （$+）

相应的转移矩阵定义为

#（"）!,-*%（"）!#（"），

! " # $
"! %$( )# !（"）# " # $

"! #$( )# $（"）’

（$.）

把（+）式代入（$+）式，可得 %（ "）和 &（ "）中矩阵元

之间的关系：

!（"）! " % $
"! %$( )% ’（"）(（# "）

% " % $
"! #$( )% )（"）*（# "），

#（"）! " % $
"! %$( )% *（"）(（# "）

% " % $
"! #$( )% (（"）*（# "），

"（"）! # " % $
"! %$( )% ’（"）)（# "）

# " % $
"! #$( )% )（"）’（# "），

$（"）! # " % $
"! %$( )% *（"）)（# "）

# " % $
"! #$( )% (（"）’（# "）’（$/）

因此，!（"），#（"），"（"）和 $（"）在 + 基下的表示

可利用 ’0（"），*0（ "），)0（ "）和 (0（ "）的表示写出，

例如

!#（"）! " % $
"! %$( )% *0（"）(0（# "）% " % $

"! #$( )% (0（"）*0（# "），

!"
,

- ! $
.（"，$-）"#

- #
/$ -

0 " # $
"! #$( )- 0 # " # $

"! #$( )- *

* 0 #$（$/ #$-
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.（"，$-）! !（! % ""）（%% %$-）

" % $
"! #$( )- " # $

"! %$( )- ’ （$1）

在开边界条件下，系统的赝真空态依然可定义为完

全铁磁态，#0（ "）和 "0（ "）分别为 23453 态的产生和

湮没算子 ’系统的共同体征态可写为

6 -$⋯ -1〉!#0（ 2$）⋯#0（ 21）6*〉，

6 -$⋯ -1 6 !〈*6"0（"$）⋯"0（"1）’ （$7）

相应的转移矩阵的本征值为&［)］

#（ 2）%
1

’! $
#0（"’）6*〉!&（ 2，｛"’｝）%

1

’! $
#0（"’）6*〉，

&（ 2，｛"’｝）!! % "2
"2 2 # $

"! %%( )#

& 2 # $
"! %%( )% (（# 2）

&%
1

’! $

（ 2 #!）" # ""[ ]’
（ 2" # ""

’）

#! # "2
"2 # 2 # $

"! %%( )#

& # 2 # $
"! %%( )% (（ 2）

&%
1

’! $

（ 2 %!）" # ""[ ]’
（ 2" # ""

’）
’ （$)）

作为系统的本征态，｛"’｝的取值受到 23453 89:;4< 方

程（28=）的约束［)］，

# "’ # $
"! %%( )# # "’ # $

"! %%( )% (（"’）

"’ # $
"! %%( )# "’ # $

"! %%( )% (（# "’）

! &
1

)! $，$’

（"’ #!）" # ""[ ]
)

（"’ %!）" # ""[ ]
)

’ （"*）

事实上，不光开边界时的算子 !0（"），#0（ "），"0（ "）

和 $0（"）可由周期性边界时的算子表示，甚至开边

界时的本征态亦可由周期性边界时的算子表示，

例如

*/+$ 物 理 学 报 .$ 卷



〈!"!
!
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!%（"!）# !

!

!#$

&"! ’"
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!
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#!"! ’#$"$ ’"
#!"! ’#$"

( )
$

〈!"!
!

!#$
#%（#!"!），

（&$）

其中#!#｛$，) $｝，以下用递推法予以证明 +

由于在 "% ，或 !% 的表达式（$,）中，$% ，%% ，#% 和

&% 之间的交换满足 ’% 的基本交换关系式（-），例如

#%（"）$%（ (）# )（" ) (）
*（" ) (）

$%（ (）#%（"）

) +（" ) (）
*（" ) (）

$%（"）#%（ (），（&&）

因此 !%（"）可写为

!%（"）#" ’ &"
& [" ) " ) $

&" ’%( )’ $%（) "）#%（"）

) " ) $
&" ’%( )’ $%（"）#%（) " ]） ，（&-）

考虑到〈! " $%（"$）#〈! "，可知 ! # $ 时，（&$）式成立 +
假设当 ! # , 时（&$）式成立，那么

〈! "!
,’$

!# $
!%（"!）#〈!"!

,

!# $
!%（"!）!%（",’$）

# !
,’$

!# $

&"! ’"
&"( )
!
$
#$
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( !
,’$
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#$ )#$"$ ) $

&" ’%( )[ ]’

( !
,

!*$
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#!"! ’#$"

( )
$

〈!"!
,

!# $

( #%（#!"!）$%（)#,’$ "）#%（#,’$ "）+ （&.）

反复利用（&&）式，可以把（&.）式中的 $%（ )#, ’ $ "）

项移到最左端，即

〈! "!
,’$

!# $
!%（"!）# !

,’$
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!
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,’$
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,’$

!*$

#!"! ’#$"$ ’"
#!"! ’#$"

( )
$

〈!"!
,’$

!# $

( #%（#!"!）’ #， （&/）

# # !
,’$

!# $

&"! ’"
&"( )
!
$

-
$
#$

⋯$
#-)$
$
#-’$

⋯$
#,

( !
,

$# $，% -
#$ )#$"$ ) $

&" ’%( )[ ]’

( !
,

!*$，!，$% -

#!"! ’#$"$ ’"
#!"! ’#$"

( )
$

( !
,

$# $，% -

（#$"$ ’"）& ) "&
-

"&
$ ) "&[ ]

-

{( $
#-
$
#,’$

)"
#-"- ’#,’$ ",’$

( #- )#-"- ) $
&" ’%( )[ ]’

( #,’$ )#,’$ ",’$ ) $
&" ’%( )[ ] }’

(〈!"!
,

!# $，% -
#%（#!"!）#%（",’$）#%（) ",’$）+（&,）

通过直接计算，可知

$
#-
$
#,’$

)"#- )#-"- ) $
&" ’%( )[ ]’ #,’$ )#,’$ ",’$ ) $

&" ’%( )[ ]’

#-"- ’#,’$ ",’$
# !， （&0）

即 # # !+因此当 ! # , ’ $ 时，（&$）式也成立，证明

完毕 +同理可证

!
!

. # $

&"（ (. ）"!〉 (# !
!

. # $

&(. ’"
&( )

. $
&$

⋯$
&!

[( !
!

/ # $
（)&/ (） )&/(/

) $
&" ’% )’ ’（)&/(/ ]）

( !
0 * .

&.(. ’&0(0 )"
&.(. ’&0(( )

0

(!
!

. # $
%（&.(. ）"!〉+ （&1）

.2 本征态的标积和模

这里具体计算本征态的标积和模 +首先定义
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!"
#（｛$!｝，%!⋯ %"，&""!⋯ &’）

#〈$%!
’

!# !
!&（$!）!

"

& # !
"&（ %& ）% &""!⋯ &’〉，（’(）

其中 % &" " ! ⋯ &’ 〉表示在 &" " ! ⋯ &’ 的位置自旋向下，

其余位置自旋向上的态 )同时，｛$!｝’ 满足可积边界

条件下的 *+,（’$），而｛%& ｝" 暂时取为任意参量 )显
然，所要计算的本征态的标积 !（’）

# 可以从 !（$）
# 通过

如下递推关系得到：

!（"）
# （｛$!｝，%!⋯ %"，&""!⋯ &’）

# "
(

&" # !，# &""!⋯ &’

!"-!
# （｛$!｝，%!⋯ %"-!，&"⋯ &’）

.〈 &"⋯ &’ %"&（ %"）% &""!⋯ &’〉， （/$）

其中〈 &"⋯ &’ %"
&
（ %" ）% &" " ! ⋯ &’ 〉可以从 "&（ %）的表

达式（!0）直接得到

〈 &"⋯ &’ %"&（ %"）% &""!⋯ &’〉

#"（ %"）"（- %"）
#（’%" "#）（$&"

"%" ）

%’" - !
’# "$&( )"

[ ]’

[. !
’

) # ""!
* -! %" - !

’# -$&( ))
* -!

. - %" - !
’# -$&( ))

* -!（$&)
-$&" ]） )

而 !（$）
# 可 以 利 用（’!）式 得 到 ) 因 此 必 须 先 给 出

〈$ %!
’

!# !
+&（&!$!）% &!⋯ &’〉的表达式 )由 +& 的表示式

（(）可知

〈$%!
’

& # !
+&（&&$& ）% &!⋯ &’ 〉 [# !

’

, # !!
(

- # !，# &,
* -!

.（$&,
-$- ] [） !

’

,，- # !，,# -
*（$&,

-$&- ] [） !
’

!# !

."（&!$! ]）!
’

!# !!
’

, # !
* -! &!$! - !

’# -$&( ),
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’

, # !
$ &[ ]

, !
’

!# !
+&
&
（&!$!）!

’

, # !
% &[ ]

,
， （/!）

其中+&
&
（&!$!）# +& &!⋯ &’

（&!$!，&! ⋯ &’ ）) 利用 +& 的表

示式（(）可知，.’（｛$!｝，&! ⋯ &’ ）满足如下的递推关

系式：

.’（｛&!$!｝，&!⋯ &’ ）

#"
’

, # !

#
&’$’ " !

’# -$&,

. !
’

) # !，# ,
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. .’-! ｛&!$!｝!#’ ，｛&) ｝)#( ), ) （/’）

由此可知，.’（｛&!$!｝，&! ⋯ &’ ）可以表示成如下 ’ .
’ 行列式：
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对上式的验证需要先把行列式 234#!, 的第’（’#’）行

乘以仅仅依赖参数’的系数 /’，然后加到第 ’ 行，即

#’,&#5 ’, # #’, ""
’-!

’# !
/’#’ , ，

/’ # -&’$’ "&’$’ -#
’&’$’ -#

.!
’

) # !

$’
’ - !

’# -$&( ))
[ ]’

$’
’ - !

’# -$&( ))
[ ]’

. !
’-!

!# !，#’

（&’$’ -&!$!）（&’$’ "&!$! -#）
（&’$’ -&!$!）（&’$’ "&!$! -#）

)（/6）

这样做并不会改变行列式的值 )然后再把该行列式

按第 ’ 行展开，即可证明按第 ’ 行展开的行列式与

递推关系式相同 )计算过程中要利用下列等式：

!
’

, # !，# )
（$&,

-$&)
-#）
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!!
!"#

!!#

"!"! " #
$# "$#( )$

""!"! % #
$# "$#( )$

"!"! ""!"( )! "!"! %"!"! "( )#

&!
!

% !#，"$

" "$
! % #

$# "$#( )%
[ ]$

$#%
%$#$

& # %#
!"#

%!#
&%
"!"! " #

$# "$#( )$
"$

! " #
$# "$#( )$

[ ]$

"%"% " #
$# "$#( )$

"$
% " #

$# "$#( )$
[ ]{ }$ ’

（()）

（()）式为$#$
的 ! " # 次多项式，它的证明可以通过

验证在 ! 个点$#$
!"%"% " #

$#，%! #⋯ ! 处该式左

右两端相等 ’因此

〈*+!
!

!! #
!,（"!）+ ##⋯ #! 〉! !

!

!! #

$"! %#
$"( )
!

& !
!

% ! #
!

’

( ! #，" #%

) "#（$#%
"$([ ]） !

!

%，( ! #，%" (
)（$#%

"$#([ ]）

&
!

!

!，( ! #
" "$

! % #
$# "$#( )(

[ ]$

!!-%
"$
! " "$( )

% ! % - $ $
$
#$
"$

$
#( )%

&#
"#

⋯#
"!
!

!

%! #
"% ""%"% " #

$# %&( )% ’（"%"%[ ]）

& !
!-%

"!"! %"%"% %#
"!"! %"%"% "( )

#
./0"!% ’ （(1）

应用边界条件下的 234（$*），可以得到如下等式：

!
!-%

"!"! %"%"% "#
"!"! %"%"% %( )

#

$

! !
!

!!
{

#
""!"! " #

$# %&( )"

& ""!"! " #
$# %&( )% ’（"!"! [） "!"! " #

$# %&( )"

& "!"! " #
$# %&( )% ’（""!"! ]）

" }# ’ （(5）

代入（(1）式，并利用行列式的加法法则，可知

*（*）
+ （｛"!｝，##⋯ #! ）! !

!

!! #
（$"! %#）

&
"$
! " #

$# "&( )%

$

"$
! " #

$# "&( )"

$’（"!）’（" "!











）

#6$

& !
!

% ! #
!

’

( ! #，" #%

) "#（$#%
"$([ ]） !

!

%，( ! #，%" (
)（$#%

"$#(
[ ]）

&
!

!

!! #!
!

( ! #
" "$

! % #
$# "$#( )(

[ ]$

!!-%
"$
! " "$( )

% ! % - $ $
$
#$
"$

$
#( )%

./0#!% ，

（(7）

#!% !
" "$

! % #
$# "&( )"[ ]$ #6$

$"!

&#
"!

"!
"!"! " #

$# %&"

""!"! " #
$# %&









"

#6$

"!%

!
"#（&" %$#%

）

"$
! " #

$# %$#( )%
[ ]$

"$
! " #

$# "$#( )%
[ ]$ ’

（(8）

利用递推公式（(*），可以由 *（*）
+ 得到 *（#）

+ ，

*（#）
+（｛"!｝，##⋯ #!）

!!
!

!!#
（$"! %#）

"$
! " #

$# "&( )%

$

"$
! " #

$# "&( )"

$’（"!）’（" "!











）

#6$

& !
!

% !$
!

’

( !#，" #%

)"#（$#%
"$([ ]） !

!

%，( !$，%"(
)（$#%

"$#(
[ ]）

&
!

!

!!#!
!

( !$
" "$

! % #
$# "$#( )(

[ ]$

! % - $$$
（$

$
#$
"$

$
#%
）

./0#（#）
,% ，

（9*）

#（#）

!% ! #

" -$# % #
$# %$#( )%

[ ]$ #!% ， $% % % !，

#（#）

!#
!!

!

$ ! $
" -$# % #

$# "$#( )$
[ ]$

’（ -#）’（" -#）

&（$-# %#）&（#）， （9#）

&（#） ! #
’

## ! #，" #$⋯ #!

#
$（&" %$##

）（&% %$##
）

" -$# % #
$# %$#( )#

[ ]$

" "$
! % #

$# %$#( )#
[ ]$

& !
’

( ! #，" ##

$##
"$( %#
$##

"$( )
(

!
!

%! #，"!
" "$

% % #
$# "$#( )#

[ ]$

!
!

$ ! $
（$##

%$#$
）（$##

"$#$
%#）

， （9$）
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其中 !（!）为 "! 的有理函数，在 "! " # !
$!%"#( )$

（ #!

" !⋯ %，! #$ ⋯ #& ）处有一阶极点，并且当 "!"&
时，!"’，因此 !（!）可以写为如下形式：

!（!） "#
&

$ " $
( "$! % !

$! ("#( )$
[ ]$ (!

) !
$"!#

(!（ "!）#(!（( "!）!$!

($
&

’ " $

(（!）
’

"! ( !
$! %"#( )’

"$’

($
&

’ " $

(（!）
’

"! % !
$! ("#( )’

"$’ ， （*+）

!$) " !
（*$

$ ( "$)
{

）
") (

!
$! %%( )% ") (

!
$! %%( )(

)#（( ") ）#
&

&" !，!$
*$
& (（ ") (!）[ ]$

( ( ") (
!
$! %%( )% ( ") (

!
$! %%( )(

)#（ ") ）#
&

&" !，!$
*$
& (（ ") %!）[ ] }$ ， （**）

(（ )）
’ 为依赖参数 ’，而不依赖参数$的系数，

(（ )）
’ "

!（%% ("#’
）（%( ("#’

）#(! !
$! ("#( )’ #

&

&" !
( *$

& % !
$! %"#( )’

[ ]$

（(! % $"#’
）#

&

$ " )%!
（! ("#’

("#$
[ ]） #

&

$ " )%!，! ’
（"#$

("#’
[ ]）

, （*-）

事实上，（*+）式中后两项对行列式 ./0"（!）

$) 的值没有

贡献，只有第一项有意义，因此在保持 ./0"（!）

$) 不变

的意义上，"（!）

$!
可写为

"（!）

$!
"

$"! %!
$"!

!$!
, （*1）

假设 +（, ( !）
- （｛*$｝，"!⋯ ", ( !，#,⋯ #& ）有如下形式：

+（,(!）
- （｛*$｝，"!⋯",(!，#,⋯ #&）

"#
&

$"!
（$*$ %!）

*$
$ ( !

$! (%( )%

$

*$
$ ( !

$! (%( )(

$#（*$）#（( *$











）

!2$

) #
&

) " ,
#

%

. "!，! #)

’(!（"#)
(".[ ]） #

&

)，. " ,，)!.
’（"#)

("#.
[ ]）

)
#

&

$"!#
&

. " ,
( *$

$ % !
$! ("#( ).

[ ]$

# ) 3 $%,
（"

$
#$
("

$
#)
）

./0"（,(!）
$) ，

（*4）

",(!
$) "

$") %!
$")

!$) ， !& ) & , ( !，

",(!
$) "#

,(!

$ "!
( "$$ %

!
$! %"#( ))

[ ]$ (!

"$) ， ,& ) & &，

（*5）

那么由递推关系（+’），可得

+（,）
- （｛*$｝，"!⋯",，#,%!⋯ #&）

"#
&

$"!
（$*$ %!）

*$
$ ( !

$! (%( )%

$

*$
$ ( !

$! (%( )(

$#（*$）#（( *$











）

!2$

) #
&

) " ,%!
#

%

. "!，! #)

’(!（"#)
(".[ ]） #

&

)，. " ,%!，)!.
’（"#)

("#.[ ]）

)
#

&

$"! #
&

. " ,%!
( *$

$ % !
$! ("#( ).

[ ]$

# ) 3 $%,%!
（"

$
#$
("

$
#)
）

./0"（,）

$) ，

（*6）

"（,）

$) "
$") %!
$")

!$)
， !& ) & , ( !，

"（,）

$) "#
,

$ " !
( "$$ %

!
$! %"#( ))

[ ]$ (!

"$) ，

, % !& ) & &，

"（,）

$, "#
,

$ " ,%!
( "$, % !

$! ("#( )$
[ ]$

)#（ ",）#（( ",）（! % $",）!（,），（-’）

其中

!（,） " $
%

#, " !，! #,%!⋯ #&

)
!

$（%( %"#,
）（%% %"#,

）

( "$, % !
$! %"#( ),

[ ]$

( *$
$ % !

$! %"#( ),
[ ]$

) #
%

. " !，! #,

"#,
(". %!
"#,

("( )
.

)
#

&

&" !，!$
( *$

& % !
$! ("#( ),

[ ]$

#
&

$ " ,%!
（"#,

%"#$
）（"#,

("#$
%!）

*1*! 物 理 学 报 -! 卷



!!
!"#

" $ #
" #%" & #

%! &"$( )!
[ ]% "#

’ （(#）

类似于 %（#）的讨论，%（!）可以写为

%（!） $ !
&

’ $ !&#
" #%! & #

%! ""$( )’
[ ]% "#

!!
!"#

" $ #
（ #%" " #%!）"# #

%#!
!#!

" "
&

( $ !&#

)（!）
(

#! " #
%! &"$( )(

"#(

" "
&

( $ !&#

)（!）
(

#! & #
%! &"$( )(

"#(

""
!"#

* $ #

+（!）
*

（ #! & #*）
"#*

""
!"#

* $ #

+（!）
*

（ #! " #*）
"#* ， （(%）

其中 +（!）
* 与 )（!）

( 类似，为依赖参数 (，而不依赖参

数#的系数，

+（!）
* $ #

%#*!
&

’ $ !&#
#%* " #

%! ""$( )’
[ ]% "#

! !
!"#

" $ #，# *
（ #%" " #%*）"# ’ （()）

（(%）式中后面四项对行列式 *+,"（!）

#" 的贡献为零，只

有第一项有贡献，因此"（!）

#! 可以写为

"（!）

#! $ #

!
!"#

" $ #
（ #%" " #%!）

%#! &!
%#!

!#! ’ （(-）

依次递推，最后可以得到本征态的标积为

,（&）
- （｛.#｝，｛#" ｝） {$ !

&

#$ #
（%.# &!）

[!
.%
# " #

%! "$( )&

%

.%
# " #

%! "$( )"

%%（.#）%（" .# ]） }#.%

! !
&

" $#

（%#" &!）

%#[ ]
"

#

!#/&
（.%# " .%&）! $ 0 "

（#%$ " #%"）
*+,!#$ ’

（((）

利用可积边界条件下的转移矩阵的本征值’ 及下

列等式：

*+,(#$ $!#/&
.%
# " .%( )

& ! $ 0 "
#%$ " #%( )"

!
&

#$ #!
&

$ $ #
.%
# " #%( )$

，

(#$ $ #
.%
# " #%$

， （(1）

,（&）
- 还可以用（#2）式表示为

,（&）
- {$ !

&

#$ #

（! & %.#）

%. [
#

.%
# " #

%! "$( )&

%

.%
# " #

%! "$( )"

%%（.#）

!%（" .# ]） }#.%

!
&

" $ #

%#"
（! " %#"[ ]）

*+,)#$
*+,(#$

，

)#$ $!’
（ #$ ，｛.&｝）

*.#
’ （(3）

最后，令｛#$ ｝也为本征态的谱参数，即 ## $ .#，# $
#，⋯，& ’ 通过对（((）式取极限，可以得到本征态的

模为

/& $ ,（&）
- （｛.#｝，｛.#｝），

$! {& !
&

#$#

! & %.#
%.( )
#

%

" .# " #
%! &$( )"

! " .# " #
%! &$( )& %（.# [）

.%
# " #

%! "$( )&

%

.%
# " #

%! "$( )"

%

!%（.#）%（" .# ]） }#.%

!
&

#，&$#，##&

.%
# "（.& &!）%

.%
# " .%[ ]

&

! *+,+#&， （(4）

其中+#&也为一 & ! & 矩阵的矩阵元，

+#& $ " !!.&
56

（.# " #
%! &$& ）（.# " #

%! &$" ）%（" .#）

（" .# " #
%! &$& ）（" .# " #

%! &$" ）%（.#）
!

&

,$ #，##

.%
, "（! " .#）%

.%
, "（! & .#）
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值得注意的是上式在求导时要把｛!!｝的函数当作

一般意义上的函数，即不考虑 !"#（$%）&

’ ( 总 结

本文利用 " 基下的产生和湮没算子的表达式，

直接计算了可积开边界条件下 ###) *
$ 自旋链模型

的本征态的标积和模，给出了用谱参量函数的行列

式表达的开边界条件下的 +,-./0 公式，为进一步计

算系统的形式因子和关联函数做好了准备 &在讨论

中给出的 $%（｛"!!!｝，&*⋯ &% ）表达式并不是唯一的 &

事实 上，在 文 献［ 1］中，2,/3345 等 人 也 计 算 了

$%（｛"!!!｝，&* ⋯ &% ），并给出了另外一种表达式 & 两

式相比较，可以看出本文的表达式形式上较复杂，但

是却对后面的计算有利 & 另外，在周期性边界条件

下，人们即可先算出 ’（%）
( ，再通过递推关系式算出

’（%）
( ，也可先算出 ’（%）

) ，再通过递推关系式算出 ’（%）
)

6 ’（%）( )( &但在可积开边界条件下，由 ’（%）
) 通过递

推关系式计算出 ’（%）
) 看起来非常困难，原因在于在

" 基下 * 算子的表达式稍显复杂 &这种困难也许只

是表面的，有可能存在其他的基底，使得 * 和 + 的

表达式完全对称起来 &

［*］ !4574 8 *9:* $ & ,-./ &!" $%’
［$］ ;,..44< = >，?@3A,0/0 # B ,0. C,@75,D,0 = " *91% 0-123 & 456- &

,-./ &#$ E11
［:］ !,F54G H I *91$ 785(69. :29;1< 42<19/ &% :656&/6&(59 41(-5%&(/（=J0)

.J0："K,.4L/K）

［M］ BJG4N/0 O #，!JPJ3/-QJ< R 2 ,0. ST4GP/0 " + *99: =!5%6!> ?%;13/1

:(56613&%@ 416-2< 5%< A2331956&2% "!%(6&2%/（U,LQG/.P4：U,LQG/.P4

V0/<4GW/5A XG4WW）

［’］ 84/W40Q4GP Y *9$1 $ & ,-./ &#% E*9
［E］ BJG4N/0 O # *91$ A2>>!% & 456- & ,-./ &&’ :9*

［Z］ 2,/3345 I 2 ,0. C4GG,W O $%%% B!(9 & ,-./ & ! (!( E$Z
［1］ B/5,0/04 R，2,/3345 I 2 ,0. C4GG,W O *999 B!(9 & ,-./ & ! ((# EMZ
［9］ ?@3A,0/0 # B *911 C & ,-./ & " )" $:Z’
［*%］ .4 O4P, 8 I ,0. +J0T,34T)H-/T " *99M C & ,-./ & " )! E*$9
［**］ +7JW7,3 ? ,0. [,LJ3J.K7/@J< " *99M ?%6 & C & 42< & ,-./ & " % :1M*
［*$］ I/LQJ 2，B4.4L H，BJD/L, C，BJ00J 8 ,0. 2/\, C *99’ B!(9 &

,-./ & ! ##" M:Z

I/LQJ 2 16 59 *99’ B!(9 & ,-./ & ! ##& M$9
［*:］ ;,0 8，8J- ! ] ,0. ?7/ B I *99’ C & ,-./ & " )& MZM:
［*M］ !,5K743JG 2 C ,0. [7J- ] B *99E ,-./ & D1; & E166 &!’ $1$E

!"# $%&’() *+,-&.% *+, /"# 0%1# +* !!!*") 12() 0"%() 3(/"

()/#4,%5.# +2#) 5+&)’%,6 0+)’(/(+)

Y,0P ],0)?740
（+1F536>1%6 2G *FF9&1< ,-./&(/，#&’5% C&5262%@ H%&;13/&6.，#&’5% Z*%%M9，A-&%5）

（H4K4/<4. *E ^K5JQ4G $%%*；G4</W4. L,0-WKG/N5 G4K4/<4. $: >4K4LQ4G $%%*）

"QW5G,K5
V53/T/0P 574 _,K5JG/T/0P " JN4G,5JG /0 574 ‘-,05-L WN,K4，574 WK,3,G NGJ.-K5W J_ 574 !4574 W5,54W ,G4 ./G4K53A K,3K-3,54. ,0.

574 +,-./0 _JGL-3, /W NGJ<4. _JG 574 K,W4 J_ ###) *$ WN/0 K7,/0 -0.4G 574 /054PG,Q34 JN40)QJ-0.,GA KJ0./5/J0&

+,-./012：/054PG,Q34 LJ.43，KJGG43,5/J0 _-0K5/J0，JN40 QJ-0.,GA
3455：%:Z%，%:1%，Z’*%I
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