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给出了微分同胚群的表示 )以扩展的 *+,-- 不变量!* 和 ./01- 多项式第二个系数 7" 为基本片段，构造了满足

齐次微分同胚约束（!2约束）的扩展 30/4 不变量引力态!*! 7" ，（! 7" ）" 和（!!*）"! 7" )得到了它们的具体表式，

并通过具体计算，给出了它们满足齐次 !2 约束的证明 )
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! 5 引 言

基于 6-7413+8 新变量［!，"］的正则非微扰量子引

力理论的研究中，寻找量子引力态是目前关键的问

题之一 )这种引力态要求满足所有的约束方程 )特别

地，首先要求在微分同胚群作用下的 !2约束作用其

上为零 ) 而在量子引力的圈表象中，!2约束是通过

考虑态空间中微分同胚（9:;;"）群的一个线性表示

来定义的［$］) 在圈表象中，态函数是圈的泛函 ) 而

30/4（纽结）不变量亦正好是 9:;;"不变量的圈泛函 )
于是，可将 30/4 不变量作为量子引力态的理想候选

者［#，<］)本文先讨论圈表象中的 9:;;"群的表示，接着

引入在其下不变的 30/4 不变量 )由于 30/4 不变量作

为非微扰量子引力态具有局限性，我们着重探讨扩

展的 30/4 不变量 )本文利用星乘积“!”［&］，以扩展的

*+,-- 不变量!* 和 ./01- 多项式［=，(］第二个系数 7"

为基本片段，构造了三个扩展 30/4 不变量引力态!*

!7"，（! 7"）" 和（!!*）"! 7" ) 求得它们的具体表

式并用具体计算证明了它们满足微分同胚群下的齐

次 !2 约束 )

" 5 微分同胚群的表示

$%&% 线性表示

将 6-7413+8 引力的时空流形 6 做“$ > !”分解，

三维空间流形记为" ) 令#""为圈，则#上一个

无限维多重切场 8$（#）的集合，在圈表象中，是同圈

#本身一一对应的：

##8（#）：?｛8，8$!（#），8$!$"（#），⋯，

8$!⋯$(（#），⋯｝，

式中$/ ?（$/ ，9/ ），矢量分量指标 $/ ? !，"，$ )空间位

置坐标 9/$" )
考虑其基点 )$"被固定的#，当"经受微分

同胚 9$%9@ $ ? !$（9）时，有圈#%#@ ? !（#）)此时

可求得圈上的多重切场的变换式为

8$! 9@/ ⋯$(9@(（!#）?!
9@$!!

!92!!
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!92((

!
7（9!）

⋯
!
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A 82! 9!⋯ 2(9(（#）， （!）

式中 7（9）为 .+B/C:+0 变换式 )引入矩阵%!，其分量

%$!⋯$(
!&!⋯&’

&’(，’%$!
!&!

⋯%$(
!&(

，

且 %$-
!29

? !
7（9）

!!$（9）

!92 ’（9 D ! D!（-））

?!!$（9）

!92 ’（!（9）D -）) （"）

将（"）式代入（!）式，得

8$!⋯$(（!#）? ’
E

’ ? !
%$!⋯$(

!&!⋯&’
8&!⋯&’（#）) （$）

利用 F:0-41:0 广义的求和约定［(］，（$）式又可写为

8（!#）? %!8（#）) （#）

由（#）式知，定义在两个微分同胚圈上的多重切场

8（!#）和 8（#）是由与圈无关的线性变换%! 联系

起来的，而且由多重切场的多重矢量性质可以知道，

%! 是微分同胚群的一个无穷维线性表示 )
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!"!" 非平庸线性表示

多重切场 ! 包含了所有与圈有关的信息，可考

虑作为圈坐标，但它不是独立的量 ! 用来构造 "#$%
态，它应满足下述代数约束和微分约束：

!
"#

!"#（!&，⋯，!$）
" !!&⋯!#!#’&⋯!$ ( !!&⋯!# !!#’&⋯!$ ，

（)）

式中 %# 为对连续 # 个（广义）指标!&，⋯，!# 在所

有指标中做双重保持指标次序的所有置换，

"!&
!!&⋯!&⋯!$ " !

!’(&&
!!&⋯!&⋯!$

( #（’& * ’&*&）*#（’& * ’&’&[ ]）

+ !!&⋯!&*&!&’&⋯!$ ， （,）

式中点 ’& * &，’& 与 ’& ’ &#$，当 & ( & 或 & ( $ 时，点

’) 和 ’$ ’ &均为圈的基点 ) !
我们将满足微分约束所有矢量 * 构成的线性

空间记为 +，将满足齐次微分约束所有矢量 , 构成

的线性空间记为 -，它们之间有如下关系：

, (#-*， （.）

* (%,， （/）

式中#- 为横向投影算子（#- (#(’
./ *&(’

.，/，&为描述

场发散性的函数），%为非对角矩阵［0］! 由前述内容

可知，+ 中的元素满足下列变换：

*1 ( ’0* ! （0）

将（.）和（/）式代入（0）式，得

,1 (#-*1 (#-’0* (#-’0%, ( !0,，

式中 !0 (#-’%!
由于 + 空间和 - 空间存在一个同构关系，所以

!0 也是微分同胚群的一个表示，不过这个表示是

由%的性质决定的，对于 "#$% 不变量引力态而言，

是个非平庸无穷维表示 !令 / 是 - 的一个子空间，其

中所有的元素 1 均满足齐次代数约束，则 1 亦有下

列变换性质：

（11 & + ⋯ + 11 $）( !0（1& + ⋯ + 1$），（&2）

1 为正规化的横向场，/ 为微分同胚群的非平庸无

穷线性表示空间 !

3 4 扩展的 "#$% 态

#"$" %&’( 不变量

/ 空间是一个线性空间，其线性性质可由一个

协变矢量 2 (（2!&
，⋯，2!&⋯!$

，⋯）表示出来，即

2（(1& ’)15）((2（1&）’)2（15）!
若 2 进一步具有性质 2 ( 2·#-，则该性质在 6788$
变换下不变，当 2 是协变不变量

21 ( 2!0
*& ( 2 （&&）

时，物理量

*（+）( 2（1&（+）+ ⋯ + 1$（+））， （&5）

在 6788$变换下为

*（+1）( 21（11 &（+1）+ ⋯ + 11 $（+1））!
将（&2）和（&&）式代入（&5）式，可得*（+1）(*（+）!
这表明*（+）是 6788$不变量，换言之，*（+）是一个

"#$% 不变量 !我们所知道的最简单的 "#$% 不变量是

9:;<< 不变量,9（+）( 29（ 1&（+）+ 15（+））( 2!&!5

1!&（+）1!5（+），若用+上的多重切场表示，则为

,9（+）( 2!&!5
!!&!5（+）! （&3）

#"!" 扩展的 %&’( 态

将多重切场 !!（+）一般化为一般的场 !!，那

么，相应的 "#$% 不变量就变为扩展的 "#$% 不变量 !
利用多重切场，（&3）式应为

,9 ( 2!&!5
!!&!5 !

常见的作为量子引力态的扩展的 "#$% 不变量还有

=$#>< 多项式的第二、三个系数：

35 ( 2!&!3
2!5!?

!!&⋯!? ’ 4!&!5!3
!!&⋯!3 ，

33 (（4!&!5(
2()4!3!?)

* 4!&!?(
2()4!5!3)

）

+ !!&⋯!? ’ 2（!&!3
4!5!?!)）5!!&⋯!)

’（52!&!?
2!5!)

2!3!,

’ &
5 2（!&!3

2!5!)
2!?!,）5）!!&⋯!, ，

式中 2!&!5
4!&!5!3

分别为 @A>B#CD7E$#< 理论中的两点

传播子和三点传播子 !

? 4 构造的扩展 "#$% 态的具体表式

以,9，35 为基本片段，引入星乘积“$”，构造

出了混合的扩展的 "#$% 不变量,9$ 35，（$ 35 ）5，

（$,9）5$ 35 作为量子引力态候选者，下面给出具

体结果 !
对于,9$35，其构成如下：
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式中引入的符号经计算为
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对于（!!"）"，其构成如下：
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式中引入的符号经计算为
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对于（!!!）"!!"，其构成如下：

（!!!）"!!" """#""
""$"%
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式中引入的符号经计算为
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由于扩展的 +,-. 不变量基本片段十分有限，本

文用混合的方式求得的如上三个扩展 +,-. 态的具

体表式，对于研究态的哈密顿不变性和 $/ 恒等式的

满足，计算上将得到进一步的应用，并带来很大方

便 *下面将证明上述三个扩展的 +,-. 态，在微分同

胚群非平庸线性表示下是不变的 *

’ 0 构造的扩展 +,-. 态满足齐次 %/ 约

束的证明

我们知道，%/ 约束对扩展圈表象中抽象波函数

的作用等于其宗量的一个变更［1］：

&’("（)）)"（!’*（(）2 )*(）， （"(）

式中 !’*（(）表示的是下列群代数中的元素：

!’*（(）)#"，+（!）!!"
’*（(）!#&，+（!）!!"!&

’* （(），

式中

!!"’*（(）) ! ’" ("’* （(）)#’,
’*$,#（(" 3 (）) 3%’*-!-(!" ，

!-(!" 为 4567/897-,: 二点传播子的逆变张量，且有

!-(!"（(）)%-’" .$.#（( 3 ("）；同时

!!"!"
’* （(）) ! ’" ("，’& (&

’* （(）

)#’" ’&
’* #（(" 3 (）#（(& 3 (）*

扩展的 +,-. 态在微分同胚群非平庸表示下的不变

性，要求其满足齐次 %/ 约束的作用：

&’(&（)）) ;* （"<）

目前，在 =:5.6+>? 正则非微扰量子广义相对论

引力的扩展圈表象的研究中，找到的满足齐次 %/ 约

束扩展的 +,-. 态并不多 *下面证明本文所构造的三

个扩展的 +,-. 不变量均满足（"<）式 *
对于态（! /& ）&，由（"’）和（"(）式知，%/ 约束对

其作用为

&’(（!/&）& ) !!"
’* 0" )

（ *(!&⋯!<）- ! !!"
’* #" )
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! !!"
’* 1)
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’* 0" )
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’* #" )

（ *(!#⋯!(）- ! !!"!&
’* 1)（ *(!#⋯!%）- *

（"1）

经计算，（"1）式等号右端第一项
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现在引入下列证号：
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则（$-）式等号右端第二项
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第三项
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第四项

!"$"&
(% .$ $

（ %""’⋯"/）! * ! ’， （&’）

第五项

!"$"&
(% ,$ $

（ %""’⋯".）! * ! )， （&(）

第六项

!"$"&(% -$（ %""’⋯""）! * ,， （&%）

从而有（&,）#（&$）#（&&）#（&’）#（&(）#（&%）式，

得

)("（!/&）& * , +
对于态（!$0）&! /&，由（$"）和（$.）式知，+1约

束对其作用为
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从而有（"#）)（"&）)（"-）)（(.）式，得

+!%［（!"/）"!,"］$ .0
对于态"/!,"，证明是类似的，且计算较简单，

在此从略 0
本文求得在微分同胚变换下满足齐次 -1约束

的扩展的纽结不变量引力态"/! ,"，（! ," ）" 和

（!"/）"!," 的具体表式，并给出了齐次性的具体

证明结果 0引力态在哈密顿约束下不变性的具体表

式虽与 -1约束的不同，但态的不变性表式的中间片

段与本文 -1约束下的片段的表式有许多是相同或

相近的［&］0如上不变性具体证明的表式，将被应用在

态的重组以及约束下非齐次性消除方法的研究中 0

［!］ 23456789 2 !-&+ ./01 0 234 0 5366 0 !" ""’’
［"］ 23456789 2 !-&# ./01 0 234 0 : #$ !*&#
［(］ ;<=6>>? @ 8AB CD<>?A E !--. 78&9 0 ./01 0 F ##% &.
［’］ ;<=6>>? @ 8AB CD<>?A E !-&& ./01 0 234 0 5366 0 $% !!**
［*］ F9GHD8AA F，/8DI?A? ; 8AB JK>>?A L !--" ./01 0 234 0 5366 0$& ’(!

［+］ /9?6H< L !--+ 78&9 0 ./01 0 F ’"# "-!
［#］ F9GHD8AA F，/8DI?A? ; 8AB JK>>?A L !--( *3: 0 239 0 *;!4 0 (! !
［&］ C48< @ / 36 !9 "... <&6! ./01 0 =>: 0 ’) +!-（?A @4?A636）［邵常贵

等 "... 物理学报 ’) +!-］

［-］ F895<>< @ :，/8DI?A? ; 8AB /9?6H< L !--* ./01 0 234 0 : !% *."
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