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应用线性、非线性和广义同步三种反馈方法，研究了一个新的单参数统一混沌系统的反馈同步问题 )研究表

明，线性反馈同步和广义同步中控制参数 ! 的下确界与系统的最大 *+,-./01 指数!有关，并且导出了非线性反馈

同步的控制参数 "，# 与统一系统参数"的关系 )数值仿真表明反馈同步方法的有效性和理论结果的正确性 )
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! A 引 言

由于混沌系统对初值的极其敏感性，过去人们

认为混沌的同步非常困难，然而 B>@0C, 等人提出一

种混沌同步方法，并在电路试验中首次观察到了混

沌同步现象［!］)十多年来，随着混沌同步研究不断深

入，发现它在保密通信等领域有着广阔的应用前景，

引起了广泛重视 )混沌控制与同步已成为这一领域

的研究热点 )近年来，人们提出了各种不同的混沌控

制与同步的方法［#—!$］)
!4D% 年，*0C>/E 在三维自治系统中发现了第一

个混沌吸引子 ) !444 年，陈关荣发现了一个类似但

不拓扑等价的混沌吸引子［!2］) 十分有趣的是，根据

F,/G>H@>I 和 HJ>98I01KIL+ 的定义［!D］，这两个系统分属于

两个不同的类：*0C>/E 系统满足 $!# $#! M &；J=>/ 系

统满足 $!# $#! N &A#&&! 年，吕金虎等人发现了在这

两个对偶系统之间存在一个新的混沌系统，称为 *O
系统［!’，!(］)最近，吕金虎、陈关荣等人又提出一个新

的混 沌 系 统———统 一 系 统［!4］，这 个 系 统 连 接 了

*0C>/E 吸引子和 J=>/ 吸引子，并包含 *O 系统作为

它的一个特例 )统一系统的数学模型可写为

%·P（#2" Q !&）（& R %），

&·P（#( R %2"）% R %’ Q（#4" R !）&，

’·P %& R !
%（( Q"）’









 ，
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其中""［&，!］为系统的参数 )
特别地，对于参数""［&，!］，系统均为混沌

态［!4］) 根据 F,/G>H@>I 和 HJ>98I01KIL+ 在文献［!D］中的

定义，当""［&，&A(）时，统一系统属于广义 *0C>/E
系统，满足条件 $!# $!# M &；当""（&A(，!］时，统一系

统属于广义 J=>/ 系统，满足条件 $!# $#! N &；而当"
P &A( 时，统一系统属于广义 *O 系统，它具有连接

*0C>/E 系统和 J=>/ 系统的重要作用 ) 统一系统（!）

十分有趣，它只用一个参数"就可以控制整个系

统，当"由零逐渐增加到 ! 时，系统也由广义 *0C>/E
系统逐渐过渡到广义 J=>/ 系统［!4］，它为混沌控制

和同步等提供了一个新的研究模型，而且这个统一

系统有许多问题值得深入研究［#&］) 本文应用线性、

非线性和广义同步三种反馈方法，深入研究了统一

系统的反馈同步问题 )

# A 反馈同步

根据混沌系统动力学的定性了解，估计出在运

动中具有极不稳定性质的变量，对它加以检测，并将

负反馈施加到响应系统的相同变量上 ) 如果这一反

馈不足以稳定同步混沌轨道，再找出次不稳定方向

的量，并将其作为进一步加强反馈的信号，以此类

推，直到同步混沌信号在响应系统中稳定为止 )
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!"# 线性反馈同步

对于驱动系统（!），构造如下的响应系统：

!·! "（#$! % !&）（"! ’ !!），

"·! "（#( ’ )$!）!! ’ !! #!
%（#*! ’ !）"! ’ $（"! ’ "），

#·! " !! "! ’ !
)（( %!）#!
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其中 $ 与!有关，通过调节参数 $（!）的大小来实现

驱动系统和响应系统的同步 + 发现对于给定系统参

数!，存在一个 $&（!），当参数 $（!）取定为 $&（!）

时，响应系统的最大 ,-./0123 指数"（!）为零；当

$（!）4 $&（!）时，响应系统的最大 ,-./0123 指数小

于零，响应系统和驱动系统实现同步 + 因此，$&（!）

是实现同步的参数 $（!）的下确界 +表 ! 列出当!"
&，&5(，! 时，对应系统的 $&（!）与驱动系统的最大

,-./0123 指数"（!）的关系 +

表 ! 参数 $（!）与驱动系统最大 ,-./0123 指数"（!）的关系

!" & !" &5( !" !

$&（!） #566 65&( )5*6

"（!） &5*& #5)7 #5&6

通过计算发现，统一系统（!）在!" &5( 时，最大

,-./0123 指数"达到最大值 #5)75 就! " &，&5(，!
这三种最重要的情形而言，! " & 对应的"最小，为

&5*&；!" ! 对应的"其次，为 #5&65 $&（!）与对应的

驱动系统的最大 ,-./0123 指数"（!）有关，"（!）越

小，则 $&（!）越小；"（!）越大，则 $&（!）越大，即呈正

相关性 +由于最大 ,-./0123 指数是反映系统对初值

的平均敏感程度，因此最大 ,-./0123 指数越大，负

反馈的控制参数 $ 也应越大 + 这与上述结果完全

一致 +

!"!" 非线性反馈同步

考虑统一系统（!）作为驱动系统，给定响应系统

!·! "（#$! % !&）（"! ’ !!）% %!，

"·! "（#( ’ )$!）!! ’ !! #! %（#*! ’ !）"! % %#，

#·! " !! "! ’ !
)（( %!）#!










，
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其中 %!，%# 为反馈控制函数 +
定理 对于驱动系统（!）和响应系统（)），取响

应系统（)）的反馈控制函数为

%! "（& ’ #）（"! ’ "）%（’ % "）（ #! ’ #），

%# " ’ #*!（"! ’ "）+ （6）

当 &，’ 满足如下关系：

)( ’ !&! ’ # #$! %! !& 8 & 8 )( ’ !&! % # #$! %! !&，

’# 8 6
)（#$! % !&）（( %!）’ !

)（( %!）（)( ’ !&! ’ &{ ）

（$）

时，驱动系统（!）和响应系统（)）实现同步 +
证明 令 (! " !! ’ !，(# " "! ’ "，() " #! ’ #，

按上述方法取 %!，%#，则（)）式减去（!）式，得到

(·! "（#$! % !&）（(# ’ (!）%（& ’ #）(# %（’ % "）()，

(·# "（#( ’ )$!）(! ’ (# ’ !! #! % !#，

(·) " ’ !
)（( %!）() % !! "! ’ !"
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令 ) " !
#（ (#! % (## % (#)），则

9)
9 * " (! (·! % (# (·# % () (·)

" (!［（#$! % !&）（ (# ’ (!）%（& ’ #）(#
%（’ % "）()］% (#［（#( ’ )$!）(! ’ (# ’ !! #!

% !#］% () ’ !
)（( %!）() % !! "! ’[ ]!"

" ’（#$! % !&）(#! ’ (## ’（( %!）(#)
%（)(! ’ !& ’ &）(! (# ’ ’(! ()

[" ’ #$! % !& ’ !
6（)(! ’ !& ’ &）#

’ )’#

6（( %! ]）
(#! ’ (# ’ !

#（)(! ’ !& ’ &）([ ]!

#

’ ()
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[ ]

!

#
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当 &，’ 满足不等关系（$）式时，上式等号右边第一

项 (#! 的系数小于零，于是保证了 9) :9 * 8 &，故 ) 将

以指数速度收敛到零，所以响应系统（)）和驱动系统

（!）实现同步 +

!"$" 广义同步

设驱 动 系 统 为 +, " -（ ,），响 应 系 统 为 +. "
/（,，.），其中 ," 01 ，." 02，-：01# 01 ，/：01 ;
02#02 +如果响应系统输出 .（ *）由驱动信号 ,（ *）
惟一确定，即满足 . "#（,），则这两个混沌态处于

广义同步状态 +判断是否实现广义混沌同步的有效

方法之一就是建立一个与响应系统完全相同的辅助

系统 +3 " /（,，.），并用同样的信号 ,（ *）去驱动

它，则 .（ *）与 ,（ *）之间实现稳定广义混沌同步的
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充要条件为 !（ "）! #（ "）"
对于驱动系统（#），构造响应系统（$）和（%），其

中（%）为

$·$ !（$&! ’ #(）（%$ ) $$），

%·$ !（$* ) +&!）$$ ) $$ &$
’（$,! ) #）%$ ) ’（%$ ) %），

&·$ ! $$ %$ ) #
+（* ’!）&$
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对于给定系统参数!!［(，#］，则存在一个 ’"（!），

当系统控制参数 ’（!）- ’"（!）时，对于任意不同的

初值，响应系统（$）和（#）很快实现稳定广义同步 "
’"（!）与对应的驱动系统最大 ./012345 指数"（!）

的关系完全类似于 $6# 节中的情形，见表 $ "

表 $ ’"（!）与驱动系统最大 ./012345 指数"（!）的关系

!! ( !! (6* !! #

’"（!） $6&+ 76$( 76(8

+ 6 数值仿真

文中 所 有 的 仿 真 均 采 用 923:;<=2>>0 7，& 阶

算法 "
图 # 和图 $ 分别示出线性反馈同步条件下取!

! (6* 和!! # 时的响应系统与驱动系统误差，其中

(（ "）! （$# ) $）$ ’（%# ) %）$ ’（ &# ) &）# $ "

图 # !! (6* 时线性反馈同步误差图

图 + 示出在非线性反馈同步中控制参数 ) 和系

统参数!的关系，可见给定!!［(，#］，) 的取值有

充分的余地 "
图 7 示出非线性反馈同步中!! (6* 时驱动系统

（ #）和响应系统（+）的同步情况，其中 ) ! +* ) #(!，

图 $ !! # 时线性反馈同步误差图

图 + 控制参数 ) 和系统参数!的关系图

* ! （$&! ’ #(）（* ’!）

# + ，

(（ "）! （$# ) $）$ ’（%# ) %）$ ’（ &# ) &）# $ "
图 & 和图 % 分别示出广义同步条件下! ! (6*

和!! # 时的响应系统与驱动系统误差，其中

(（ "）! （$$ ) $#）$ ’（%$ ) %#）$ ’（ &$ ) &#）# $ "

7 6 结 论

由于 统 一 系 统（#）仅 用 一 个 参 数! 连 接 了

.4?;3@ 和 AB;3 两个重要的混沌系统，它提供了研究

混沌系统的一个重要而简明方便的模型 " 本文应用

线性、非线性和广义同步三种反馈方法研究了统一

系统的同步问题，导出了控制参数 )，* 与系统参数

!的关系，并且还发现了控制参数 ’ 的下确界与驱

动系统最大 ./012345 指数"正相关性 "数值仿真表

明了上述方法简单、易于操作、收敛速度快 " 对这一

新的混沌系统有许多问题尚待深入研究 "
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图 ! 驱动系统吸引子（"）和响应系统吸引于（#）及响

应系统与驱动系统误差（$）

图 % !& ’() 时广义同步误差图

图 * !& + 时广义同步误差图
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