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将量子力学的 *+ ,-./01+2,.34（*,,）解释引入 ,-5672819:+（,8）理论中 ;在小超空间近似下，求出了 ,-567 类型2!
量子黑洞的波函数 ;利用 *,, 解释求得 ,-567 类型2! 的量子轨迹和量子势 ;在量子黑洞背景几何上，研究了径向光

的行为 ;发现 ,-567 类型2! 量子化后的黑洞“温度”是奇异的 ;另外，由于 ,8 引力理论在 ,8 参数!趋于无穷大时应

与广义相对论等价，因而 <93=5->79310* 黑洞在 *,, 量子化后“温度”也是奇异的 ;这似乎意味着 *,, 量子化不能应用

于黑洞 ;
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! I 引 言

在引力理论和宇宙学领域，量子引力理论是最

有吸引力的课题之一 ;人们提出了许多引力量子化

的方法，其中引力的正则量子化方法就是著名的方

法之一，它首先由 J-6.=1EE，8+7+- 和 K176+-（J8K）［!］

提出，后由狄拉克（81-59）［"］所发展 ;在这个方案中，

引力场的动力学量被当作约束，从而组成完备的约

束系统 ;引入量子化后，这些约束又被当成作用在量

子态上的算符，其中的哈密顿约束给出 L3++0+-28+2
L1EE（L8）方程［A，%］;引力正则量子化的主要工作就是

求解 L8 方程，人们对此做了大量的研究 ; L8 方程

是关于 A 维空间度规 !"#的泛函方程，当时空非均匀

时，很难求解这个无穷维自由度的泛函方程 ;利用时

空的某种对称性，可以将 L8 方程由无穷维变成有

限维，则 L8 方程将会变得易于求解，这种方法称为

小超空间近似或小超空间模型 ;特别地，人们对相对

论引力场球对称情况下的 L8 方程进行了广泛的研

究［(—’］;

MG935-［?］研究了 <93=5->79310* 黑洞的几何动力

学，发现黑洞的质量应当看成相空间的动力学变量 ;
N5:54G-+等人［&］应用正则量子化方法于 <93=5->72
9310* 黑洞的视界内部，将 MG935- 提出的黑洞质量函

数作为黑洞系统的动力学变量，量子化后进而得到

黑洞质量算符 ;将质量算符的本征方程与 L8 方程

联立，求解出波函数的精确解 ; 随后，M+64.:G 等人

将 *+ ,-./01+2,.34（*,,）解释引入了 <93=5->79310* 黑

洞［)］和 O+1776+-2N.-*7E-.4（O2N）黑洞［!$］的研究 ;
在量子理论中，有两种著名的波函数解释方案 ;

一种是哥本哈根（P.Q+635/+6）学派的解释，另一种就

是 *,, 解释［!!，!"］;哥本哈根解释就是人们最为熟悉

的波函数概率解释：粒子的位置不能确定，波函数只

能给出粒子在某一位置出现的概率 ;因而，按照哥本

哈根学派的解释，粒子的运动是无法用轨道来描述

的 ;
*,, 解释则把波函数“经典化”，给出一个量子

轨道（RG56EG6 E-5F+9E.-H）或称 *,, 轨道 ;对于一个量

子动力学系统，人们能够用“轨道”来描述系统的量

子演化情况 ;在量子效应可以忽略的地方，量子轨道

自然与经典轨迹一致 ; 在 *,, 解释中，量子效应是
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由一个叫量子势的物理量描述的，当量子势很小可

以忽略时，量子演化就回到了经典情形 ! "## 解释在

量子宇宙学的研究中也得到了广泛的应用［$%—$&］!
#’()*+,-./0（#,）引力理论［$1］也许是最有可能

取代爱因斯坦相对论的理论，它符合马赫原理和狄

拉克的大数假设 ! 当 #, 参数!趋于无穷大时，#,
引力理论回到爱因斯坦引力理论 ! #, 理论中除了有

一个描述时空的度规外，还有一个描述引力的标量

场 !时空度规与标量场作为一个整体描述了时空的

引力效应 !该理论提出不久，#’()* 就求得了 2 个静

态球对称解［$3］!
约 %4 年前，5(6/-)7 证明［$8］，一个 #, 理论的稳

态黑洞解，如果满足弱能条件，则它必定等同于一个

爱因斯坦相对论的稳态黑洞解 !具体到球对称情况，

5(6/-)7 定理是说球对称的稳态 #, 黑洞解一定是

9.:6(’;*.:-<" 解 ! 最近，=(>?()0<<- 和 @AB*CA［D4］指出，

与 9.:6(’;*.:-<" 解不同的（非平庸的）#, 理论的球

对称黑洞是存在的 ! 例如 #’()* 类型+$ 解中就有非

平庸的 #, 理论的球对称黑洞解 ! #’()* 类型+$ 解是

一族解，可用参数 ! 和"表示（见下节）!当 ! E $，"

E 4 时，该解就是 9.:6(’;*.:-<" 解 !而当 !!$，"!4
时的 #’()* 类型+$ 解就是非平庸的 #, 理论的球对

称黑洞解 ! F->［D$］指出，这个非平庸的 #, 理论的球

对称黑洞解的存在并不与 5(6/-)7 定理相矛盾，因

为这些非平庸 #’()* 类型+$ 黑洞解违反弱能条件 !
如果认为物理世界一定满足弱能条件，则这些非平

庸的 #, 黑洞解就是非物理的 ! F->［D$］还用路径积分

方法研究了非平庸的 #, 经典黑洞解的热力学性

质，发现它们的热力学性质也是奇异的 !
本文用 "## 量子化方法研究 #’()* 类型+$ 的黑

洞解（其中包括一个 9.:6(’;*.:-<" 黑洞解）! 在小超

空间模型下给出一个 #, 理论的正则形式，进而求

得相应的经典解（#’()* 类型+$）和量子解（量子 #’()*
类型+$），得到波函数的精确解 !将 "## 解释用于 #,
理论，求得 #’()* 类型+$ 解的量子轨迹和量子势，并

研究了量子视界的性质 ! 考察了在量子背景几何上

径向光的性质 ! 求得量子黑洞 #’()* 类型+$ 的表面

重力 加 速 度，发 现 #’()* 类 型+$ 量 子 黑 洞（包 括

9.:6(’;*.:-<" 黑洞）视界的表面重力是奇异的 !

D G #, 理论的正则形式

真空 #, 理论的作用量为

" E $
$&!""2 # H# $ #% H!$$%

"

$#

"
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，（$）

其中 $$%为度规，$ 为度规的行列式，% 为时空的曲

率标量，!为 #, 理论的参数，#为 #, 理论的标量

重力场 ! 相应的场方程为
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#’()* 类型+ $ 黑洞解为

"D ’ E H $ H D(( ))
!H"

"D * I $ H D(( )%
H !

"D )

I )D $ H D(( ))
$H !

"D(，

# E $ H D(( ))
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其中 ( 为该黑洞的质量（文献［D$］中的 D )4），"D( E

"D)I *-)D)"D*为单位 D 球面的线元，数字 ! 和"
满足下列约束：

!D I $ I !( )D "
D
H !" H $ E 4! （2）

该解在 ) E 4 处有一个曲率奇点 ! 在 ! 和"满足

条件

D! H" K $ 和 ! $ D （L）

时，该解代表一个非平庸的 #, 黑洞，非平庸是指它

与 9.:6(’;*.:-<" 黑洞不同 ! 当!趋于无穷大时，由

（2）式知 ! E $，" E 4，这 时 #’()* 类 型+ $ 解 就 是

9.:6(’;*.:-<" 解 !
如果先给出一个 #, 解的形式，将它代入（$）

式，得到一个小超空间模型的拉氏（@(7’()7-()）量，

有可能从这个 @(7’()7-() 量出发，得到经典解和量

子解 !我们发现，从下面给出的解的形式正好可以得

到一个经典 #’()* 类型+ $ 解，以及一个与之对应的

量子 #’()* 类型+ $ 解 !设待求的 #, 理论的解有如下

形式：

" ’D E H&D（+）, H !（+）"+D I ,!H"（+）"%D

I -$H !（+）"(D，

# E ,"JD（+）， （&）

且 ! 和"满足（2）式，其中&（+）为时移函数，,（+）

和 -（ +）为两个待求函数 ! 在小超空间模型下，将

（&）式代入（$）式，作用量可写为

" E""+""% H $
2&

,· - I $
D

,
- -·( )D I &[ ]D ，（1）
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其中符号上的“·”表示!!!! " 利用时空的 # $ % 分

解，作用量可以进一步表为

" &!’!!’#$， （(）

其中 $ 为系统的 )*+,*-+.*- 函数

$ & / %
0!

%· & $ %
1

%
& &·( )1 $ !1 " （2）

!"#" 经典解

将（2）式代入 3456,7)*+,*-+ 方程，可求得下列经

典解：

! & %，

% & / % / 1’
&( )%!1 ， （%8）

&%!1 & !，

其中 ’ 为积分常数 "若假设 ( 为整数，将（%8）式代

入（9）式，并作变换

# "（/ %）"!1 )， ! " *， （%%）

则得到（#）式%），这是一个黑洞解，’ 为黑洞的质量 "
用这种方法得到经典 :,*-; 类型7 % 解要比通常的方

法简单得多 "

%）将（%8）式代入（<）式，并作（%%）式的变换，得 ’ +1 &（/ %）(/%（/（% / 1’! *）(/"’ )1 $（% / 1’! *）/ (’ *1 $ *1（% / 1’! *）%/ (’#1）和$ &

（/ %）"!1（% / 1’! *）"!1 " 从$所满足的方程（1）可以看出，$与（/ %）"!1$表示的是同一个标量重力场 "当 ( 是整数时，’ +1 与（/ %）,/%’ +1 相同 "

!"!" 量子解

另一方面，用正则量子化方法可以从 )*+,*-+.*-
量（2）式得到 := 引力理论的量子黑洞解 " 由于 :=
)*+,*-+.*- 量 形 式 上 与 >6-?@A4 等 人［2］ 给 出 的

BCDE*,F;CD.5’ 黑洞的 )*+,*-+.*- 量一样，:= 量子化与

BCDE*,F;CD.5’ 黑洞的量子化过程相同 "不过两者的物

理实质不同 "特别要指出，在 )*+,*-+.*- 量中已经包

含了标量重力场$ 的贡献，在系统量子化后，标量

重力场也将自动量子化 " 下面简要给出 := 量子化

的方法及结果 "
定义两个新变量

- $ & %&%!1，

- / & &%!1， （%1）

其中 % & %（!），& & &（!）仍为待求函数 "系统的哈

密顿量和质量函数分别为

. & / 1%$ %/ /
%
1 ， （%#）

/ & 1%$ - $ %$ $
%
1 - / ， （%0）

其中% $ ，% / 为分别对应于 - $ 和 - / 的共轭动量 "
在薛定谔表象中，共轭动量变为算符

%G $ & / .& !
!- $

， （%<）

%G / & / .& !
!- /

， （%9）

相应地，哈密顿量和质量函数也分别变成哈密顿算

符 .G 和质量算符 /G ，它们作用到波函数上，得

.G’（ - $ ，- / ）& / 1%G $ %G / /( )%
1 ’（ - $ ，- / ）

& 8， （%H）

/G’（ - $ ，- / ）& 1%G $ - $ %G $ $
%
1 -( )/ ’（ - $ ，- / ）

& ’’（ - $ ，- / ）" （%(）

以上两式是两个本征方程，’ 为 .G 和 /G 的共同本征

函数，其本征值分别为 8 和 ’ "（%H）式就是著名的

ID6656,7=6I.JJ 方程在我们所取的小超空间中的形

式 "求解本征方程（%H），（%(），可求得波函数的精

确解

’ & 0K（1）
8 （ -），

- &&/% / - $（ - / / 1’# ）

&&/% / %&%!1（&%!1 / 1’# ）， （%2）

其中 0 为积分常数，K（1）
8 为第二类汉克尔（K*-A65）

函数 "应当指出，第一类汉克尔函数也是方程（%H），

（%(）的解，但由于它的经典对应与我们求得的经典

解不同，所以舍弃 "对应于（经典）:,*-; 类型7% 解，我

们求得的量子解被称之为量子 :,*-; 类型7 % 解 " 此

波函数解虽与文献［2］的解在形式上相同，但由于度

规的形式不同，因此物理实质不同，这可由下节（第

# 节）的讨论看出 "
第二类汉克尔 K（1）

8 （1）具有如下渐近性质：当

1 趋于零时，有

K（1）
8 （1） 1

$
0
"1 5- 1( )( )1

1
（1 $ 8）；

（18）

当 1 很大时（1%8），有
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!（"）
# （!） "

!
"
!!

（! " $）% （"$）

&’ ()) 解释与量子视界的性质

!"#" 量子力学的 $%% 解释

一个一维运动的非相对论的单粒子体系，它的

哈密顿量是 " * #" +（"$）, %（&），其中 # 为粒子的

动量，$ 为粒子的质量，%（&）为势函数 %这样的粒子

运动演化遵循薛定谔方程

-!""
（&，’）
"’ * . !

"

"$

#

", %（&[ ]）"（&，’），

（""）

其中"（ &，’）为波函数 % 按哥本哈根学派的解释，

"（&，’） " 是在时空点（ &，’）发现粒子的概率 % 波

函数可以写为

"（&，’）* (（&，’）/01 -)（&，’）( )!
， （"&）

其中 (（&，’）和 )（ &，’）为两个实函数 %在哥本哈根

学派看来，(（&，’）为概率幅，而 )（ &，’）为没有观测

意义的位相 %将（"&）式代入（""）式，可以将复数形式

的微分方程（""）分解成两个实数形式的微分方程

")
"’ ,（

#

)）"

"$ , % . !
"

"$

#

"(
( * #， （"2）

"("

"’ ,

#

· ("

#

)( )$ * #% （"3）

（"3）式为关于概率幅 (" 的连续性方程，其中("

#

)
$

为概率流，可见

#

)（&，’）
$ 为概率流的速度场 %（"2）

式为关于位相 ) 的方程，在哥本哈根解释中没有

意义 %
()) 重新考察（"2）和（"3）两式，给出了他们对

波函数的解释 %如果方程（"2）中不出现 .!
"

"$

#

"(
( 一

项，它正好就是经典粒子运动演化满足的 !45-6789:
;4<8=- 方程，（"2）和（"3）式描述一个单粒子在势场 %

中的运动演化情况 % ()) 指出，当 .!
"

"$

#

"(
( 项存在

时，仍然可以把（"2）式作为描述粒子运动演化的

!45-6789:;4<8=- 方程 % 与经典情况比较，因为方程中

多了 .!
"

"$

#

"(
( 一项，说明该方程给出的粒子轨道已

不再是经典轨道，而称其为量子轨道或 ()) 轨道 %
量子力学的 ()) 解释正是基于（"2）和（"3）式，而不

是像哥本哈根解释那样认为（"2）式没有意义 % 用

()) 观点来看，粒子运动的量子轨道是由一个新的

势函数场决定的 %量子粒子处在一个新的外势中，这

个外势就是经典场 % 加上 .!
"

"$

#

"(
( 项 % 于是，很自

然地，()) 解释中把 .!
"

"$

#

"(
( 称为量子势，并记为

%> * .!
"

"$

#

"(
( % 显然，如果从薛定谔方程中解出波

函数"（也就得到了 (），直接从定义式就可以求出

量子势 %> %

前面讲过，连续性方程中的

#

)
$ 为概率流的速

度，于是可得量子粒子的动量 # * $ &· *

#

)（ &，’），

其中 & 上的一点表示对时间求导 %所以一旦从薛定

谔方程中解出波函数"（也就得到了 )），积分上式

就得到量子轨迹 &（ ’）%

!"&" %’ 引力理论的 $%% 解释

在引力理论中薛定谔方程对应于 ?@ 方程，波

函数处于能量为零的定态 %类似于（"&）式，把求得的

波函数（$A）式分解为

"（ * , ，* . ）* +（ * , ，* . ）/01 -
!
)（ * , ，* .( )），

（"B）

其中波幅 +（ * , ，* . ）和位相 )（ * , ，* . ）为两个实函

数 %将此式代入 ?@ 方程（$C），可分别得其实部和虚

部的方程

"")
"* ,

")
"* .

, $
" , %> * #， （"C）

"
"* .

+" ")
"*( )

,
, ""* ,

+" ")
"*( )

.
* #， （"D）

其中函数 %> 即为量子势，它代表了量子效应的大

小，其定义为

%> * . "!"

+
"" +
"* ,"* .

% （"A）

将求得的波函数（$A）式代入（"A）式，直接计算

可得

%> * . $
" $ . 2

!" !" !（"）
# （!）( )2 ，

! *!.$ %$+" . "$ % （&#）

当 !"$ 时，将（"$）式代入（&#）式，得 %> * #，即离视

界（%$+" * "$）很远的渐近平直区域，量子效应趋于

零，这是合理的 %
从 ()) 解释的观点看，在量子情况下系统仍然

C3B$C 期 王波波等：)E49F:@-<G/ 理论中静态球对称引力场的 (/ )E8H6-/:)8I5 量子化



沿“轨道”运动，这样的“轨道”称为量子轨道 !假设系

统的量 子 轨 道 由 ! "（ "）# # "（ "）和 ! $（ "）#
# $（"）来描述，则按 %&& 的观点，系统的动量可定

义为

!" # $ ’
( #

·
$ # !$!! " !" # #" ，!$ # #$

，

!$ # $ ’
( #

·
" # !$!! $ !" # #" ，!$ # #$

， （)’）

其中符号上的“·”表示!*!" !通过求解方程（)’），就

能得到量子轨迹 !将波函数（’+）式代入上式，可以求

得量子轨迹为

% # $ ’ $ (&
’( )’*( ， （)(）

" # "(!# ,（(）
- （#） ( %’’*(，

# #"$’ ’’*( $ (& ! （))）

（)(）式中的积分常数取为 $ ’，以便在量子效应可以

忽略的区域量子轨迹能与经典轨迹符合 !事实上，量

子轨迹（)(）式与经典轨迹（’-）式中的第 ( 式完全一

致 !将汉克尔函数的渐近表示式（(’）代入（))）式，可

以看出在 #"’ 区域，" # ’’*(，这正是经典表示式

（’-）中的第 ) 式 !
从 &. 解的一般形式（/）式可以看出，事件视界

在 % # - 处 !由于经典轨迹（’-）式中的第 ( 式和量

子轨迹（)(）式完全相同，所以对经典视界和量子视

界处均有 ’’*( # (& !
下面研究径向光在经典与量子几何背景上的行

为 !这里把光本身当成几何背景上的经典测试粒子 !
从径向光的类光条件 % (( # - 得到

%)
%" # 0 % $ *"#*( ! （)1）

在视界内，’’*( 2 (&，) 为空间坐标，" 为时间坐标 !
在视界外，’’*( 3 (&，" 为空间坐标，) 为时间坐标 !
在经典情形下，" # ’’*(，（)1）式变为

) $ )- # 0!’ $ (&( )"
$ *"#*(

%" ! （)4）

在量子情形下，（)1）式变为

) $ )- ##!"(" ’( )’*( *$#*( (& $ ’’*( ’$ *"#*(

5 ,（(）
- （#） ( %’’*(，

# #"$’ (& $ ’’*( ， （)/）

其中 )- 为积分常数 ! 当 #"’ 时，（)/）与（)4）式一

致 !作为例子，图 ’ 示出某些 *，#取值对应的 )6"
关系图 !

（7）* $#*( # ’

（8）* $#*( # (
图 ’ 径 向 光 的 )6" 关 系 图 666666对 应 经 典 黑 洞 背

景，———对应量子黑洞背景 !单位制为 + #"# , # ’，且 &

# ’

1 9 量子视界的表面重力加速度

量子黑洞解由（/），（)(）和（))）式构成 ! 在视界

外，’’*( 3 (&，% # $（’ $ (&*’’*(）2 -，此时 ) 为时

间，" 为 空 间 ! 为 了 表 示 方 便，可 作 变 换 ) $
（ $ ’）#*( -，"$ .，则外部量子黑洞解变为

% (( # $ ’ $ (&
’( )’*(

*$#

% -( " ’ $ (&
’( )’*(

$ *

% .(

" ’（ .）’ $ (&
’( )’*(

’$ *

%$(，

% # ’ $ (&
’( )’*(

#*(

， （):）

其中 ’ # ’（ .）由（))）式确定（注意：（))）式中的 "
现在为 .）!视界上的表面重力&定义为［((］

&( # $ ’
(

#

/
’( )0

#

/’( )0

;4/’ 物 理 学 报 4’ 卷



! " #
$ !"#!$%!

$
"&"

&!%
#’"

’ ， （%&）

其中"
" !（!’!(）" 为黑洞的类时 ()**)+, 场，上式等

号右边在视界上取值 -直接计算得

# !（) "$）# " $*
+( )#’$

)"$’$"# $*
+
!+#’$

!, -（%.）

将（%%）式代入，得

# ! /*%（) "$）+ "%’$ # " $*
+( )#’$

)"$’$"$

0 1（$）
2 （-） "$ - （/2）

由于上式在视界上取值，可将第 $ 类汉克尔的渐近

形式（$2）式代入，得

# !%*$"
（) "$）+ "%’$ # " $*

+( )#’$

)"$’$"$

0 *+ #
$%

+#’$ " $( )( )( )*
"$

- （/#）

（/#）式在视界 +#’$ ! $* 处取值 - 当 ) "$’$ " $!2

时，（/#）式给出#! 2；当 ) "$’$ " $"2 时，##3 -

表面重力加速度总是奇异的 -特别地，当 ) ! #，$ !
2 时，45 黑洞就是 6789:;<=78)*> 黑洞，此时的 >44 量

子 6789:;<=78)*> 黑 洞 的 表 面 重 力 加 速 度 也 是 奇

异的 -

? @ 结果与讨论

从（%2）式以及（$2），（$#）两式，可以看出，量子

效应在视界处最大，在很远的渐近平直区域为零 -

无论是在经典几何背景还是量子几何背景上，

径向光的行为都与数 ) 和$有关 - 作为例子，图 #

中仅示出 ) "$’$ ! # 和 ) "$’$ ! $ 两种情况下径

向光的行为 -从图 #（:）（) "$’$ ! #）可看出，在经典

情况下，无穷远观察者会看到光在视界处发生无限

红移，而量子情况下，不会看到量子视界处发生无限

红移，6789:;<=78)*> 黑洞（) ! #，$ ! 2）就属于这一

类 -图 #（A）表明，在 ) "$’$ ! $ 时，不论经典情况还

是量子情况，无穷远观察者都能看到光在视界处的

无限红移 -
黑洞热力学把视界表面重力加速度当作温度 -

1:9B)+,效应［$%］指出黑洞的确有热辐射，其温度对

应于事件视界的表面重力加速度 -对黑洞的热辐射

问题人们作了大量的研究，不仅研究了 6789:;<=78)*>
等静态黑洞，还研究了动态黑洞的热辐射，不仅研究

了黑洞中标量场的热辐射，还研究了狄拉克场的热

辐射，例如，可参阅文献［$/—$C］-
本文发现，>44 量子化 4;:+= 类型D# 黑洞的表面

重力是奇异的，这说明该 >44 量子黑洞的温度是奇

异的，没有热力学性质 -特别在 6789:;<=78)*> 黑洞的

情形时（&#3即 ) ! #，$ ! 2），>44 量子 6789:;<=D
78)*> 黑洞的“温度”为无穷大 - 但是人们普遍认为，

量子化黑洞应该有热力学性质，所以看来用 >44 量

子化来讨论黑洞的热力学性质可能不适宜 -
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