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用四个点电荷构造一个简单、新颖的静电势阱，并基于含时薛定谔方程和有限差分时间域方法，研究冷原子在

该势阱中的量子力学效应 (以中性铷原子为例，给出了原子和静电场系统的含时波函数，基态本征能量和本征波函
数 (结果表明，在这样的静电势阱中，囚禁中性冷原子是完全可能的 (所得结果对实验上构造类似的静电势阱捕获
中性冷原子有重要指导意义 (
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! . 引 言

由于中性原子与静电场或磁场的相互作用比较

弱，因此，用静电磁场陷阱捕获中性原子比起离子来

困难得多［!］(然而，最近十多年，由于激光冷却技术
的发展［"—-］，获得超冷原子气体已成为现实 (这时，
我们有可能用静电场或静磁场陷阱来捕获中性原

子 (到目前为止，国际上只有奥地利 /01234526748小
组系统地研究了一根带静电荷或通有电流的金属线

与中性原子的相互作用问题［*—!#］(他们的工作表明，
如果金属线通有电流，则原子可以被囚禁在 ! 9 !形

式的磁场的二维陷阱中；如果是带静电荷的金属线，

则由于相互作用势的 ! 9 "形式，稳定的陷阱不可能

存在 (同时还表明，在静电场陷阱中，中性原子可以
被囚禁在场强最大的区域，即所谓的强场寻找态 (
基于中性原子与静电场相互作用的陷阱总是强场寻

找态陷阱 (在这样的陷阱中，能量守恒禁止两体自旋
反转过程的发生 ( 在现有的玻色:爱因斯坦凝聚
（;<=）实验中，由于原子处于弱场寻找态，容易发生
自旋反转改变能态，原子将逸出势阱而逃离 (因此实
验中需要采用一些特殊措施来堵塞“漏洞”以保证

;<=的形成 (如果我们在上述静电场陷阱中做 ;<=
实验，则由于没有所谓的“漏洞”存在，常规 ;<=实

验中的一些特殊措施将取消，从而有可能简化 ;<=
实验，这对探讨玻色:爱因斯坦凝聚体的潜在用途有
重要科学意义 (另一方面，按照需求移动单个原子是
量子工程师们一直梦寐以求的能力 (但是直到最近，
德国科学家才将冷的铯原子从一个磁光陷阱中装载

到一个驻波光学陷阱中 (通过控制驻波的运动，从而
发明了一种以“传送带”或“弹弓”方式输送单个原子

的技术［!!］(如果我们能在静电势阱中控制和操纵中
性原子，按照需求移动单个原子的能力则有可能达

到 (这个时候人们就可以把这些原子用在单原子微
波激射器上，或者作为量子计算所必需的纠缠原子 (
本文将提出一个简单、新颖的静电原子势阱，并

采用有限差分时间域（>?@?）方法使含时薛定谔方
程离散化，从而研究冷原子在静电势阱中的量子力

学效应 (在提出理论方法之前，先简单介绍 >?@?方
法对其他物理问题的应用情况 ( >?@? 方法最先是
由 A44 提出的，并用它来解决电磁场中的计算问
题［!"］(后来 =1B3等使用矩形谐振腔作为例子，讨论
>?@?方法对三维本征值问题的应用 (他们的结果
清楚地展示了 >?@?方法对这类问题的精确性和方
便性［!&］(最近，黄整等将 >?@?方法应用于双原子分
子振动能级的量子力学计算，获得了令人满意的结

果［!-］(这些工作表明，>?@?方法用于求解含时薛定
谔方程也应该是方便的、可靠的 (
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!" 理论方法

冷原子在静电陷阱中的动力学行为可以用含时

薛定谔方程描述，即
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在方程（’）中，冷原子波函数应具有复数形式 (假设

#% & $ &’，我们可以重写方程（’）为
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方程（!）等号两边实数和虚数部分分别对应于两个
实微分方程
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用 +,-,方法对薛定谔方程中空间和时间变量离散
化，于是方程（)）和（*）可以近似写为
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式中 )，*，+ 和 ( 分别代表空间坐标 "，#，$ 和时间坐
标 % 的节点 (令!" %!# %!$ %!- 为空间增量，!%
为时间增量，, %!%（!-）# ! (冷原子在进入势场之前
其波函数可以用平面波来描述，亦即给定了 & 和 ’
的初始值 (这样，通过对（/）和（.）式的迭代，可得到
包含变量 "，#，$ 和 % 的波函数#（"，#，$，%）(

) " 势能函数

我们假设四个点电荷置于正方形的四个顶角

处，正方形边长为!! &，其中 & % 0"’/11(每个点电
荷所带电量为 ’"0 2 ’0# ’’ 3(在图 ’中，我们画出了
四个点电荷在正方形的近表面处产生的电场分布 (
显然，在正方形的中心处场强为零 (
在三维直角坐标系 .4"#$ 中，如果该正方形置

于 ".# 平面，且正方形的中心为坐标原点，则在 $ %
0"’.11处场强出现极大值，这正是我们感兴趣的地
方 (值得注意的是，场强的最大值应在点电荷上 (冷
原子有可能被吸附在点电荷上，在一个实际的实验

中，这种情况的发生显然是不利的，必须采取一些措

施来克服它 (实际上，这涉及到静电势阱中冷原子寿
命的问题，目前的工作暂不考虑这个问题 (另外，我

图 ’ 四个点电荷在正方形的近表面处产生的电场分布

们也不考虑重力场对冷原子的影响，因为静电场较

之冷原子与重力场的相互作用大两个数量级，其效

应可以忽略不计 (
现设想有一个中性原子在四个点电荷产生的电

场中运动 (中性原子与静电场的相互作用势由下式
给出［!］：
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式中!代表原子的偶极极化率，% 为外电场大小 ’
以铷原子为例，! ! (&)* + #," $( -.* ’在 $ ! ,)#/..
处，相互作用势 !（ "，#，$）作为 " 和 # 的函数画于
图 $中 ’在上面所描述的条件下，势能极小值为 #,
.0’对于多普勒冷却的中性原子来说，这样的势阱
是足够深的 ’

图 $ 在 $ ! ,)#/..处，相互作用势 !（ "，#，$）随 "和 #的变化

() 数值结果与讨论

"，# 和 $ 三个方向网格间隔取为相等，即!" !
!# !!$ !!& ! ,),(..’ " 和 # 的变化区间为 " ,)/
!’"，’#!,)/；$ 的变化区间为：,! ’$!#)$ ’ ( !
,),,#1·.."$ ’以上参量的选取，主要基于下面几点
考虑：第一，为求得基态波函数，网格间隔需要选取

得足够小；第二、由于只能在 "，# 和 $ 的有限区间内
进行数值计算，因而需要在计算区间的端点处作截

断处理 ’即认为在所选取的区间端点处中性原子所
感受到的势场近似为零，这时，原子的束缚态波函数

亦可近似为零 ’第三、需要满足本征波函数的性质 ’
全部计算对于 *, + *, + *,的网格执行 #/,,,个时间
步长 ’在图 * 中我们展示了铷原子在位置（,，,，
,)#/）处波函数"随时间 )（ ) ! *!)）的演化关系 ’可
以看出，中性铷原子的状态时域函数为近似的简谐

振动 ’这表明，中性铷原子在四个点电荷产生的静电
场中存在稳定束缚态 ’因此实验上我们可以使用类
似的静电场来捕获中性冷原子，从而实现冷原子的

控制和操纵 ’
由含时波函数可以计算出中性原子在势场中

图 * 铷原子在位置（,，,，, ’#/）处波函数随# 时间 ) 的变化

图 ( 中性铷原子在位置（,，,，,)#/）处波函数# 随频率$的
变化

的束缚态能量 ’为此，将前面所述的时域函数 +（ "，
#，$，)）和 ,（ "，#，$，)）作傅里叶变换，即得到波函
数的频域形式 +（ "，#，$，$）和 ,（ "，#，$，$）’如果
只考虑实数部分，则傅里叶变换的离散化形式为

+（ -，.，/，$）!
#
0"* +*（ -，.，/）-21［$(（!&）$ *］’（3）

当频率$正好为原子的本征频率时，+（ -，.，/，$）
将可能出现极大值，极大的峰值越大，表示波函数所

描写的状态中出现该本征态的概率越高 ’在图 (中，
我们给出了中性铷原子在（,，,，, ’ #/）处波函数随频
率的变化 ’显然，利用由初始波函数得到的时域波函
数和傅里叶变换已经可以得到部分束缚态能量，其

中包括基态和多个激发态能级能量 ’然而，要准确的
得到中性铷原子的某个本征束缚态能量，还需要求

得对应束缚态的准确的本征波函数 ’为此，将前面得
到的束缚态能量再代入傅里叶变换公式，计算出给

定区间内所有节点处的频域波函数，即为中性铷原

子的不含时间本征波函数的数值解形式 ’将不含时
间的本征波函数的数值解作为初始波函数，应用

3,&# 物 理 学 报 4#卷



!"#"方法即可获得该本征态更为精确的本征能
量 $对于中性铷原子，我们求得的基态本征能量为
!% & ’()) * ’+, - ./$同时，在 " & +(’011处我们给
出了与基态本征波函数对应的概率密度分布，如图

图 ) 中性铷原子在基态的概率密度分布

)所示 $可以看出，在位置（+，+）及其近邻区域，中性
铷原子出现的概率最大，即我们在这个位置的邻域

捕获到中性铷原子的可能性最大 $

) ( 结 论

本文提出了一个简单、新颖的静电势阱，即用四

个点电荷产生的静电场来囚禁冷的中性铷原子 $应
用有限时域差分方法使含时薛定谔方程离散化，从

而求出了中性铷原子和势场体系的含时波函数，波

函数的频域形式，即波函数随频率（能量）的变化关

系，以及中性铷原子的基态本征能量和本征波函数 $
结果表明，在这样的静电势阱中，囚禁中性冷原子是

完全可能的 $同时，我们发现在空间某一个确定的区
域捕获到中性冷原子的概率最大 $这说明，在实验上
我们可以构造类似的静势阱，控制和操纵中性冷原

子，从而达到按照需求移动单个原子的能力 $
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