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将 &’(计算方法从二维拓展到三维并且应用于三维非结构网格，具有重要的理论价值和实用价值 )采用旋转
局部座标的方法，发展了一种针对三维非结构网格的 &’(计算方法 )在计算过程中，将最小二乘法应用于三维非结
构网格的导数计算 )对三维激波管和三维欠膨胀垂直冲击射流等两个算例进行了细致分析 )这两个算例的计算结
果表明，该方法在三维非结构网格上的初步应用是成功的 )

关键词：气动 &’(方法，三维，非结构网格
$%&&："*$"，"+$"

!国家自然科学基金（批准号：!,,"%"",）资助的资助 )

! - 引 言

&’(（&./01/2/34’35664(3557）模型［!］是针对 &58094
:/11方程碰撞项的一种简化 ) &’(方法是基于 &’(
模型的一种数值计算方法 )目前基于 &’(模型的数
值计算方法主要有三种：!）格子气 &’(方法［%—*］；%）
离散速度坐标 &’( 方法［;］；+）’/64(<1=0<> &’( 方
法［?］)本文发展的三维计算方法属于 +）的范畴 ) ’/64
(<1=0<> &’(方法满足熵增条件，不会产生膨胀激波
和负的密度值等非物理现象，不仅适用于连续介质

气体运动，还可用于稀薄或超稀薄气体运动的数值

模拟 )对于边界形状复杂的三维流动问题，采用
@=8/A1/B方法生成四面体非结构网格［#—!"］可以大大
降低数值模拟的难度 )本文将 ’/64(<1=0<> &’(方法
从二维［?，!!—!$］推广到三维，并且应用于三维非结构

网格，这是非常有理论价值和实用价值的工作 )本文
采用有限体积法，在每一时间步的计算过程中，为了

计算每个四面体网格单元各面上的通量，对坐标轴

进行旋转，使旋转后的局部坐标轴垂直于网格单元

的各面，计算出各面的通量，然后将局部坐标轴再旋

转回原始状态，用各面上的通量之和计算出该时间

步上各物理量的值，并依此推进时间步 )在计算过程
中，将最小二乘法应用于三维非结构网格的导数计

算 )通过对三维激波管和三维欠膨胀垂直冲击射流

等两个算例的计算结果表明，该方法在三维非结构

网格上的初步应用是成功的 )本文以四面体网格单
元为例说明该方法的应用 )从理论上讲，本文的方法
可以适用于任何一种形式的非结构网格（即任何一

种或几种多面体单元组成的非结构网格）)

% - 三维 &’(模型

三维 &’(模型可以表示为如下的微分方程［!］：
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其中 ) 是 F/GH=88平衡态气体速度分布函数；! 是 "
时刻气体瞬态速度分布函数；!为气体分子平均碰
撞周期，与气体黏性和热传导系数有关；#，% 和 ’
分别为 $ 方向、& 方向和 ( 方向的气体分子运动速
度 ) ) 的表达式为［!］
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其中 * 是分子内部自由度，对于三维问题，* D .

D E +% C *
% E ! D %) +，,，-分别是 $，&方向和 (方向

的气体宏观速度；$是分子内部的 * 维速度矢量，即

$ D（$!，$%，$+，⋯，$*）)在平衡状态下，$
% D"
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%
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"是密度；对于三维问题
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其中!是气体单位体积上的总能［!］，
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宏观物理量"，"!，""，"# 和"!与气体分布函
数 % 的关系为［!］
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其中 )& " )&)’)()’，$%的表达式为
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方程（#）的相容性条件为［!］
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方程（#）的一般形式的解为［!］
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其中 +. " +/ % #0$ & &（ . & ..），,. " ,0 & ’（ . & ..）和 -.
" -1 & (（ . & ..）表示分子运动轨迹；%- 是 . " -时刻
的气体分布函数 ’

* 2 应用于三维非结构网格的 345方法

!"#" 空间离散

采用最小二乘法来计算四面体单元中心处物理

量"，!，"，#，!和 $ 的偏导数!
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)/ 表示第 / 个四面体单元重心处的物理量，)0（ 0 "
#，$，*，(）表示第 0 个四面体单元的四个相邻四面体
单元重心处的物理量 ’

!"$" 坐标轴旋转

以计算图 #中 345 面的通量为例，需要旋转坐
标轴 678，使新的局部坐标 6. 7. 8.的 6.轴垂直于
345 面，7.轴和 8.轴在 345 面上 ’

图 # 四面体网格单元（控制单元）

三维坐标变换的公式如下：

+. " 9# + % :# , % ;# -，

,. " 9$ + % :$ , % ;$ -，

-. " 9* + % :* , % ;* ;
{

，

或

+ " 9# +. % 9$ ,. % 9* -.，
, " :# +. % :$ ,. % :* -.，
- " ;# +. % ;$ ,. % ;* -.

{
’

+,- 与 +.,. -.坐标系的原点相同，而 9#，:#，;#，

9$，:$，;$，9*，:*，;* 分别是 +.，,.，-.轴相对于 +，

,，- 轴的方向余弦 ’
在每一时间步的计算过程中，最重要的就是获

*(6#6期 孙喜明等：345方法在三维非结构网格上的初步应用



得网格单元各面上的气体分布函数 ! !由（"）式可
知，要想得到 "#$ 面上的气体分布函数 !，就必须得
到初始气体分布函数 !# 和平衡态气体分布函数 % !

!"!" 初始气体分布函数

由于 &$，’$方向上的速度分量对于通量的贡献
较小，为了减少计算量，忽略 &$和 ’$方向上的速度
分量 !经过简化的初始气体分布函数可以表示为［%&］

!#（($，&$，#）’
%(（% ) )( ($）*!（)( *$ ) +(） ($ + #
%,（% ) ), ($）*!（), *$ ) +,） ($ !{ #

’ %(（% ) )( ($ *!（)( *$ ) +(））（% * ,（($））

) %,（% ) ), ($ *!（-, *$ ) +,））,（($），
（%-）

其中下标 (和 ,分别表示交界面的左边和右边，这
里的交界面就是指要计算通量的单元 "#$. 的 "#$
面 ! ./012324/函数定义为［%&］

,（(）’
# ( + #，
% ( ! #{ ，
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式中系数 ) (，) ,，+ (，+ , 的表达式为
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式中下标 / 表示 (（左边）或者 ,（右边）!
5 757%7 系数 ) ( 和 ) , 的计算

宏观物理量与初始气体分布函数 !# 在三维情
况下，可推导得到
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()()#) 系数 ( * 和 ( + 的计算

由下面的公式可以得到 ( * 和 ( +
［,!］

!（! * ) ’ ( *）#* * -$ " .， （#%）

!（! + ) ’ ( +）#* + -$ " .& （#/）

!"#" 平衡态气体分布函数 *

交界面 +,- 附近平衡态气体分布函数 * 可表
示为［,!］

*（$，.，/，0）" *.｛, ’ ! * $（, $ 1（$））

’ ! + $1（$）’"(0， （#0）
其中 *. 是交界面 +,- 重心处的平衡态气体分布函
数 &系数 ! *，! +的形式由（,!）式给出 &"( 的形式由
（,%）式给出 &
系数! *，! +的计算方法同前面介绍的系数 ! *，! +

的计算方法 &
系数"( 可以下面的公式计算得到

!*.｛! * $（, $ 1（$））’ ! + $1（$）’"(0｝-$ " .&

（#1）
*. 的计算：

*. 的计算与交界面 +,- 上的气体宏观物理量

%.，&.，’.，#. 和 2. 有关 &这些宏观物理量在三维
情况下可推导得到
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!"$" 气体分子平均碰撞周期’

迄今为止，（1）式中只有气体分子平均碰撞周期

’是未知量 &
对于黏性流动计算，’与气体真实黏性系数(

有关［,!］，

’ "(%8 ’
8%* 9!* $%+ 9!+ 8
8%* 9!* ’%+ 9!+ 8#0 & （(.）

对于非黏性流动计算［,!］，
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! ! !"!" #!"$%&（"，!）， （’"）
其中

! ! !(
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一般来说，取 !" ! /0/1和 !( ! 1；!" 是 !#$ 时间步
长，由下式计算得出

!" ! " ,$

’$23（%(，&(，’(! ）# %
(!( )# $23

#$
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-)*+,
$%&，

（’’）
其中$是松弛系数，取值从 /0"到 /04；对于双原子
结构的分子来说，%取 "04；()*+,和 -)*+,分别是四面

体 )*+, 的体积和四个面的面积之和；) $23和 ) $%&分别
表示某物理量在所有四面体单元重心处的最大值和

最小值 .

!"#" 四面体控制单元 )*+, 的通量

)*+ 面的通量可由下式计算得到
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)*, 面的通量!5 )*,，)+, 面的通量 !5 )+,和 *+,

面的通量!5 *+,都可以按照 ’0"—’01所述的过程得
到 .按照下式可以计算得到下一时间步的宏观物
理量

"2#"
3 ! "2

3 # !"
()*+,
（4（#5)*+-)*+）# 4（#5)*,-)*,）

# 4（#5)+,-)+,）# 4（#5*+,-*+,））， （’1）
其中 "3 !［"3，"3.3，"3(3，"3/3，"303］

7 . -)*+，-)*,，-)+,

和 -*+,分别是四面体 )*+, 四个面的面积；()*+,是四

面体 )*+, 的体积；!" 是 !#$ 时间步长，如（’’）式所
示 . 4（#5）是旋转算子，将通量 #5从局部坐标系 55
6575旋转到原始坐标 567［"1］.

4 0 算 例

$"%" 三维激波管

如图 (所示，在 " 8 /时刻，激波管的 5 ! /截面
两侧分别充满着两种气体，其物理状态如表 "所示；

在 " ! /时刻，两种气体之间的薄膜破裂；在 " 9 /的
时间内，在 5 8 /的区域内，会产生向上游（5 8 /的
方向）传播的膨胀波；同时，在 5 9 /的区域内，随着
压缩波向下游传播，形成两个间断面，一处接触间断

面，另一处是激波间断面 .
从图 ’ 可以观察到左边倾斜的线段代表膨胀

波，正在向上游传播，数值结果与精确解符合得很

好 .右边 5 9 /的区域内，第一处间断面是接触间断
面，正在向下游传播，数值结果与精确解符合得较

好；第二处间断面是激波间断面，以比接触间断面更

高的速度向下游传播，由图中可以看出，数值结果的

激波传播速度要略大于精确解，这是由计算误差引

起的 .

图 ( 本算例的表面网络结构示意图（四面体网格单元总数

"":"’个）

表 " 初始值

8 "

5 8 / "0/ "0/

5 9 / /0" /0"(1

综上所述，虽然本算例采用的网格数目较少，但

是 ;<=方法还是能清晰地分辨出接触间断面和激
波间断面 .

$"&" 三维欠膨胀垂直冲击射流（>?@ ’ !）

图 4 是本算例的结构示意图 .喷嘴直径 9 !
:$$，喷嘴总压 8/ 与环境压力（>?@ ! >ABB*C ?-CDDE-C
@2F%A）之比为 ’，出口距冲击平板 (9，计算域为 (9
G "/9 G "/9 .
图 1 显示的是 6 ! / 对称面上的密度分布，上

半部分是数值模拟的结果，上半部分是阴影仪的实

:4H" 物 理 学 报 1"卷



图 ! ! " #，" " #直线上（即中心轴线上）的密度分布

图 $ 垂直冲击射流的结构示意图

验结果 %从图中可以看出，由于喷嘴出口的静压大于
环境压力，因此在喷嘴出口附近气体要继续膨胀，形

成膨胀波，膨胀波在射流边界上反射为压缩波 %在冲
击平板附近有一道非常明显的板前驻激波，驻激波

的位置位于第二个波系结构的膨胀波区域，驻激波

与平板之间形成了一个滞止区 %
从图 &中的比较可以看到，数值模拟显示的激

波结构、板前驻激波的位置与实验结果符合较好 %
图 ’显示的是冲击平板上的静压分布 %在冲击

平板上，静压的最大值出现在冲击点处，随着射流沿

着平板方向向外发展，平板上的静压逐渐减小 %在距
平板冲击中心 ()*# 处，压力分布出现了波动，这是
由于板前驻激波的反射波与冲击平板之间相互作用

形成的 %从图 ’中的比较可以看到，计算值与实验值
有一些差异，这是由于未考虑喷嘴内部流动，使得喷

嘴出口处的边界条件与实验情况不完全符合 %

图 & 密度等值线分布

图 ’ 冲击平板上的静压分布

&) 结论和展望

本文发展地应用于非结构网格的 +,-方法属
于有限体积法 %在计算重构阶段（./01234.504612 34/7），
采用最小二乘法计算偏导数 %在计算发展阶段（893
/:1;54612 34/7），采用旋转局部坐标的方法计算控制
单元的通量 %由本文上述内容可以知道，本文发展的
方法是一种适用于复杂结构的高精度计算方法 %通
过两个典型算例的计算结果表明本文的方法在非结

构网格上的初步应用是成功的 %
本文发展地应用于三维非结构网格的 +,-方

法有一个不足之处，那就是计算量很大 %由于计算过
程中涉及到局部坐标系的多次旋转，每次局部坐标

系旋转之后所有的物理量及其偏导数都要进行相应

旋转，因此，相同网格数目情况下，计算量比二维情

<$=(=期 孙喜明等：+,-方法在三维非结构网格上的初步应用



况下多了数倍 !因此，如何优化、减少网格数目，提高
计算效率成了我们日后的工作重点之一 !

本文的工作得到了沈孟育教授、徐昆教授和汤华中教授

的指导，在这里，对他们表示衷心的感谢 !
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