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由 *++,代数"!! 的一个子代数出发，构造了一个线性等谱问题，再利用屠格式计算出了一类 -.+/01**1意义下的

可积系统及其双 234.*5+6结构，作为该可积系统的约化，得到了著名的 789:;<.6=1:方程和 4><?方程，因此称该系
统为 7@4><?方程族 A根据已构造的"!! 的子代数，又构造了维数为 B的 *++,代数"!" 的一个新的子代数""，由此出

发设计了一个线性等谱形式，再利用屠格式求得了 7@4><?方程族的一类扩展可积模型 A利用这种方法还可以求
CDE方程族、EC方程族等谱系的扩展可积模型 A因此本方法具有普遍应用价值 A最后作为特例，求得了著名的
789:;<.6=1:方程和 4><?方程的可积耦合系统 A
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!国家自然科学基金（批准号：!&&%"!#）资助的课题 A

! G 引 言

由于孤立子理论在场论、凝聚态物理、流体物

理、等离子体物理、光学等物理学各分支的广泛应

用，可积系统的研究引起了许多数学家和物理学家

的极大兴趣［!］A文献［!］通过建立一种不可逆形变关
系系统计算出了高维可积模型 A文献［"，#］研究了具
有广义 ?.:3H+:+对称的（# I !）维潘勒韦（D3.6*10J）可
积模型 A文献［$—%］研究了具有物理背景的高维
D3.6*10J可积模型 A文献［(—!!］通过构造一类抽象
的 *++, 代数"" 求得了 EK方程族，-10. 方程族，>L
方程族等谱系的可积耦合系统 A文献［!"］通过构造
一个具体的 *++,代数"!" 的一个子代数"" 求得了著
名的 M>L7方程族的一类扩展可积模型，即可积耦
合系统 A作为特例，计算出了 ><?方程的可积耦合
系统 A我们发现文献［(—!"］有一个共性，即都是从
*++,代数"!!
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由此构造出一个恰当的线性等谱问题，再利用

屠格式来求可积耦合系统的，易发现（"）式是根据
（!）式和 Q38+R.恒等式构造出来的 A然而利用（"）式
和屠格式是无法求出 CDE族、EC族等谱系的可积耦
合系统的 A其原因在于这些方程族是用到了一类与

*++,代数（!）式不同的另一类 *++,代数 !P !
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导出的 +下面根据（*）式构造出一类与 %,即（$）式不

同的另一类具体的维数也是 -的 .//0代数 &, $ 的一

个子代数 %,，由此出发可求出 123族、31族的一类
扩展可积模型 +由于 123族含有三个位势，运算量
较大，为了说明本文提出的方法，先根据（*）式构造
出一类方程族即 4567’8方程族，以此作为例子求
出其双 9:6;.</= 结构及其一类扩展可积模型，特
别地求出了 4>?@A’;=)(@方程和 67’8方程的可积耦
合系统 +至于 123 族、31 族的扩展可积模型如法
炮制 +

$ B 4567’8方程族及其双 9:6;.</=结构
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当 " " $时，（H）式约化为非线性 4>?@A’;=)(@方
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性 4>?@A’;=)(@方程［#*］

;3/ & $3’’ ! 3 K3 K$" % + （#%）

当 " " *时，（H）式约化为广义 67’8方程组

E 物 理 学 报 -$卷



!"! " #!!### $!!#（ $# % !#）$ #!!（ $$# % !!#）

% #!$# !# $ #!!$$#，

$"! " #!$### $!$#（ $# % !#）$ #!$（ $$# % !!#）

% #!!$!# $ #!!# $# & （’’）
在（’’）式中取 ! " $ (，则得到著名的 )*+,方程

$" " #!$### $ ’-!$# $# & （’#）
因为（.）式中含有（’-）式和（’#）式，所以称（.）

式为 /0)*+,方程族 &为应用迹恒等式［’1］，引入新的
变量

%&$’ "
%（’）&$’
%（#）&$

( )
’

"

’&$’ $ (&$’
#

(&$’ % ’&$’











#

， （’!）

则 )"&
" ( )!$ "&

" *%&$’ " +,%&

" +,& !!
%!( )$ ， （’1）

其中 + " *, 为反对称算子 &
设

- " #./%（-）$（’ $ (）0 $（-）

$（’ % (）0 %（-），
将

〈-，!1
!"
〉" .，〈-，!1

!!〉"
’ $ (
# ，

〈-，!1
!$〉"

( % ’
#

代入迹恒等式，得

"
")
（.）" "2"!

"2"( )$（.）""%# !
!""

#

’ $ (
#

( % ’











#

&

（’3）
比较（’3）式两端"% & % ’的系数知

"
")
（.&$’）"（# % &）

’& $ (&
#

(& % ’&











#

&

令 & " -知#" -，于是

%&$’ ""
2&

") " ,"
2&%’

") " ,%&，

其中 2- " -，2& " %
.& $ ’

& ，&!’ &

这样就得到了 /0)*+,方程族（.）的双 45)(6789
结构

)"&
" ( )!$ "&

" 3& " *"
2&

") " +"
2&%’

")
（’:）

& " -，’，#，⋯
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当 !$ ! !% ! ( 时，（$(）式约化为 45,678方程
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的，所以可积 2比较（$(）式中的 ( 和 ) 与（9）式中的
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! #"!#** ’"!#（!#
# ’ !#

"），

!# "#
! #"!"** ’"!"（!#

# ’ !#
"），

!$ "#
! %"!%** ’ #"!" !%* & #"!# !$*

&"!$ !#* ’"!% !"* & "# !%（!#
# ’ !#

"），

!% "#
! %"!$** & #"!" !$* ’ #"!# !%*

&"!$ !"* ’"!$ !#* & "# !$（!#
# ’ !#

"）2 （$"）

在（$"）式中，取" ! -，设 + ! !" & !# ! !# & -!’ "，其

中 !’ " ! !" :-为实数，!# 也为实数，则（$"）式约化为
非线性 4;<=>7-1?@=方程（"(）的可积耦合，即扩展可
积模型

+" & #+** ’ + A + A # ! (，

!$ " ! %-!%** ’ #-!" !%* & #-!# !$*

& -!$ !#* ’ -!% !"* & -
# !%（!#

# ’ !#
"），

!% " ! %-!$** & #-!" !$* ’ #-!# !%*

& -!$ !"* ’ -!$ !#* & -
# !$（!#

# ’ !#
"）2

取 $ ! $，则（$(）式约化为
!" "$

! #"!"*** &"!"*（!#
# ’ !#

"）& #"!"

B（!# !#* ’ !" !"*）’ #"!#
# !"* & #"!" !# !#*，

!# "$
! #"!#*** &"!#*（!#

# ’ !#
"）& #"!#

B（!# !#* ’ !" !"*）’ #"!" !# !"* & #"!#
" !#*，

!$ "$
! 9"!$*** & 3"!"*!$* ’ %"!#*!%*

’ #"!#*!$* ’ #"!$ !#** ’"!#
" !$*

’ $"!" !$ !"* &"!" !$ !#* & $"!#
# !$*

& $"!# !$ !#* & $"!$ !"** ’"!" !% !#*

’"!% !#**，
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!! ""
# $!!!### % &!!’#!!# ( &!!)#!"#

( )!!" !)## (!!)
) !!# % "!!)

’ !!#

( )!!) !! !)# % )!!’ !! !’# % "!!! !’##

%!!’ !! !’# ( )!!)
) !!# (!!) !" !)#

(!!" !)## * （")）
在（")）式中，取 !’ # +!)，!) # !，则（")）式约化为著
名的 ,-./方程的一类扩展可积模型

!" # )!!### ( ’0!!) !#，

!" " # $!!"### ( &!+!#!"# % !!!#!!#

% )!!#!"# % )!!" !## ( !!!) !"#

( &!!" !!# (!+!!" !# ( "!+!##!"

%!+!!#!! %!!! !##，

!! " # $!!!### % &!+!#!!# ( &!!#!"#

( "!!" !## ( &!!) !!# ( 1!!!#!!

% "!+!##!! (!!!" !# * （""）
可见，本文中得到的 ,-./方程的扩展可积模

型与文献［’)］中的不同，这说明，用不同方法可以得
到同一方程的不同扩展可积模型 *

第一作者张玉峰对胡星标教授、郭福奎教授的热情指导

和帮助深表感谢 *
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