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对于具有丰富物理意义和众多应用价值的非线性耦合标量场方程，利用 *+,-./0120, 方程展开法，导出了五种

新的双周期解，同时在退化的情形得到了新的孤波解和三角函数解 3结果说明该方程具有丰富的解的结构，方程描

述的物理模型所具有的物理现象仍将是物理学家和数学家进一步探讨的对象 3
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! ? 引 言

本文研究非线性耦合标量场方程［!］
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的精确解问题 3该方程主要来源于基本粒子理论中

量子化荷电孤子的研究 3其中!和"为标量场；"，#
和#为有关常数 3对该方程的精确解的研究已有大

量的结果 3 C8D81878,［!］利用“轨道函数”法，得到了一

种孤子解 3E8,; 等［"］利用函数变换得到了两种新的

孤子解 3 F8, 等［’］进一步利用不同的函数变换法获

得了更多的精确解 3 最近，G80［&］利用三角函数变换

法再次讨论了该方程的精确解问题，得到了一些新

的解析解，但其结果既不完整，所给的结论也有错

误 3实际上该方程不仅具有丰富的物理意义和众多

的应用，同时也存在着多种结构的精确解 3本文利用

*+,-./0120, 方程展开法获得了该方程的 H 种新的双

周期解，即 >* 与 ,* 以及它们的组合解 3首先本文简

单叙述了闫振亚提出的 *+,-./0120, 方程展开法［H］；

然后 利 用 *+,-./0120, 方 程 展 开 法 详 细 讨 论 方 程

（!），（"）的新精确解并给出它的一些应用；最后，就

相关问题进行讨论并给出一些结论 3

" ? *+,-./0120, 方程展开法

基于著名的 *+,-./0120, 方程

!"$
!!!$ @%*+,-$， （’）

在行波变换 %（!，$）@ %（&），&@ &（! A#$）下，（’）式

约化成如下的常微分方程：
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解方程（H），它有解

*+,-［’（&）］@ >*（&；’）， （$8）
>0*-［’（&）］@ ,*（&；’）， （$I）

这里 ’ 是雅可比椭圆函数的模数［$］，且
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此外，与方程（H）等价的方程为
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方程（H）和（(）在下文中扮演着重要角色 3基于（H）和
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（!）式，有如下的算法：对于给定的非线性常微分

方程

!（"，"# ，"## ，⋯）" #， （$）

通过使用新变量! "!（ #），假设方程（$）具有如下

形式的解：

"（ #）" "（!（ #））" $# %!
%

& " &
’()*&+&!

,［$& )-.*! % ’& ’()*!］， （/）

这里! "!（ #）满足（0）或（!）式，并且 $&（ & " #，&，1，

⋯，%），’(（ ( " &，1，⋯，%）为待定常数 2 定义多项式

次数函数为 )（"（!））" %，我们有

) "*（!）
3+"（!）

3 #( )+( ),

" %* % ,（% % +），（&#）

这样，可通过平衡最高阶线性项和非线性项来确定

% 2将（&#）式代入方程（$）中得到一关于 )-.*&（!）

, ’()* (（!）（ & " #，&；( " #，&，1，⋯，%）的多项式方

程 2令它们的系数为 #，得到一关于未知数 $(（ ( " #，

&，1，⋯，%）和 ’(（ ( " &，1，⋯，%）的代数方程组 2求解

此代数方程组即可得到方程（$）的双周期解 2

4 5 非线性耦合标量场 方 程 的 新 双 周

期解

对方程（&），（1）可假设它的解为

" " $# % $& )-.*! % ’& ’()*!，

# " -# % -& )-.*! % )& ’()*!，

其中

31!
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" )-.*1! % & + /1，

’()*1! " & % )-.*1!2
通过简单的计算得到
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%［6$# $& ’& % 10-& )& $# % 10-# )& $&

% 10-# -& ’&］)-.*!’()*! %［4$1
& $# % 4’1

& $#

% 0$#（-1
& % )1

&）% 10-# -& $& % 10-# )& ’&］’()*1!
%［$4

& % 4$& ’1
& % 0$&（-1

& % )1
&）

% 10-& )& ’& + 1$&］)-.*!’()*1!

%［4$1
& ’& % ’4

& % 10-& )& $&

% 0’&（-1
& % )1

&）+ 1’&）］’()*4!
" #， （&&）

（ 1 + 0）" %$"
4 % 0"#

1 +"..

"（ 1 + 0）-# %$（-4
# + 4-1

& -#）

% 0-#（$1
# + $1

&）+ 10$# $& -&

%［（ 1 + 0）-& %$（4-1
# -& + -4

&）

% 10$# $& -# % 0（$1
# + $1

&）-&

% -& /1］)-.*! %［（ 1 + 0）)& %$（4-1
# )&

+ 4-1
& )&）% 10$# ’& -# % 0)&（$1

# + $1
&）

+ 10$& ’& -& % )&（& % /1）］’()*!
%［6$-# -& )& % 10$& ’& -# % 10$# ’& -&

% 10$# $& )&］)-.*!’()*! %［4$-# -1
&

% 4$)1
& -# % 0-#（$1

& % ’1
&）% 10$# $& -&

% 10$# ’& )&］’()*1! %［$-4
& % 4$-& )1

&

% 10$& ’& )& % 0-&（$1
& % ’1

&）+ 1-&］)-.*!’()*1!
%［4$-1

& )& %$)4
& % 10$& ’& -&

% 0)&（$1
& % ’1

&）+ 1)&］’()*4!
" #， （&1）

令方程（&&），（&1）中的系数为零，则可得如下代数

方程：
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! "， （#$.）

$!$" $&
# ’ $!%&

# $" ’ #$"（!&
# ’ "&

#）

’ &#!" !# $# ’ &#!" "# %#

! "， （#$/）

!$$
# ’ $!$# %&

# ’ &#!# "# %#

’ #$#（!&
# ’ "&

#）( &$#

! "， （#$0）

$!$&
# %# ’!%$
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解此代数方程，可得如下六种解：

情形 ! 令 !" ! "# ! $" ! $# ! "，上述方程组

可约化为

( !# ( !$
# ’ !# ’& ! "，（#$34）

!$
# ’ #!# %&

# ( &!# ! "，（#$%4）

（ & ( #）%# ( #%# !&
# ’ %#（# ’ ’&）! "，（#$,4）

!%$
# ’ #%# !&

# ( &%# ! "，（#$24）

由方程（#$%4），（#$24）可得

!# ! 5 &! ( &#
! ( #! & ，%# ! 5 & ( &#

! ( #! & ，

由方程（#$34），（#$,4）可知参数!，&，# 及’ 应满足

& & ’ & & ( #& ’ &#
（# ( #）& ! &! ( &#

! ( #& ，

’& ! & ’ #
# ( #，

这样我们可得方程（#），（&）的一组双周期解

"# ! 5 &! ( &#
! ( #! & 67（(；’）， （#89）

## ! 5 & ( &#
! ( #! & 27（(；’）1 （#83）

情形 " 令 !" ! !# ! $" ! %# ! "，类似于情形

#，可得

"# ! 5 &! ( &#
! ( #! & ，$# ! 5 & ( &#

! ( #! & ，

参数!，&，# 及’ 应满足

& ( #
! ( # ! & ( &#

! ( #& ，

’& ! #& ( #&

! ( # ，

这样我们可得方程（#），（&）的第二组双周期解

"& ! 5 &! ( &#
! ( #! & 27（(；’）， （#86）

#& ! 5 & ( &#
! ( #! & 67（(；’）1 （#8:）

情形 # 令 !" ! "# ! $" ! %# ! "，类似于情形

#，可得

!# ! 5 &! ( &#
! ( #! & ，

$# ! 5 & ( &#
! ( #! & ，

参数!，&，# 及’ 应满足

& ( # ’ # ! "，’& ! $，

!"#& 为任意常数 1这样我们可得方程（#），（&）的第

三组双周期解

"$ ! 5 &! ( &#
! ( #! & 67（(；’）， （#8;）

#$ ! 5 & ( &#
! ( #! & 67（(；’）1 （#8%）

情形 $ 令 !" ! !# ! $" ! $# ! "，类似于情形

#，可得

"# ! 5 &! ( &#
! ( #! & ，

%# ! 5 & ( &#
! ( #! & ，

参数!，&，# 及’ 应满足

& ( # ’ # ! "，’ ! "，

!"#& 为任意常数 1这样我们可得方程（#），（&）的一

组三角函数解
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!! " # $" % $!
" % !! $ &’&"， （(!)）

#! " # $ % $!
" % !! $ &’&" * （(!+）

情形 ! 令 #, " #( " $, " $( " ,，类似于情形

(，可得

$( " # (
$!"，

%( " # (
$!"，

参数"，&，! 及 ’ 应满足

& % ! " ( % $’$

$ ，

"", 为任意常数 * 这样我们可得方程（(），（$）的第

四组双周期解

!- " ,， （(!.）

#- " # (
$!"&’（"；’）# (

$!"/’（"；’）*（(!0）

情形 " 令 $, " $( " #, " %( " ,，类似于情形

(，可得

#( " #!(
$ ，(( " #!(

$ ，

参数"，&，! 为任意常数及

’$ " 1
$ ，

这样我们可得方程（(），（$）的第五组双周期解

!2 " #!(
$ &’（"；’）#!(

$ &’（"；’），（(!3）

#2 " , * （(!4）
另外当 ’#( 时，可得孤波解

!( " # $" % $!
" % !! $ &’&+（"）， （(!56）

#( " # $ % $!
" % !! $ &78+（"）， （(!96）

!$ " # $" % $!
" % !! $ &78+（"）， （(!&6）

#$ " # $ % $!
" % !! $ &’&+（"）， （(!:6）

!- " ,， （(!.6）

#- " # (
$!"&’&+（"）# (

$!"&78+（"），（(!06）

当 ’#, 时，可得三角函数解

!( " # $" % $!
" % !! $ &78（"）， （(!5;）

#( " # $ % $!
" % !! $ &’&（"）， （(!9;）

!$ " # $" % $!
" % !! $ &’&（"）， （(!&;）

#$ " # $ % $!
" % !! $ &78（"）， （(!:;）

!- " ,， （(!.;）

#- " # (
$!"&78（"）# (

$!"&’&（"）* （(!0;）

至此，我们已求得了方程（(），（$）的五组双周期解和

一些新的孤波解及三角函数解，将我们所得的结果

与提出偏微分方程的雅可比椭圆函数求解法的文献

［<—((］相比较，不仅可以给出单个雅可比椭圆函数

所表达的解，而且还可以给出它们的组合解 * 此外，

这里使用的 ’./+=>7?:7/ 方程展开法具有着前述方

法所不具有的一个显著的优点，在整个求解的过程

中，雅可比椭圆函数的出现是间接的，这避开了计算

机的数学软件中没有雅可比椭圆函数这一缺点 * 从

而，该方法可以在计算机的符号计算软件的帮助下，

实现一类偏微分方程的雅可比椭圆函数求解的数学

机械化 *
由于许多著名的物理学中的偏微分方程可通过

行波变换约化为方程（(），（$），如文献［1］和［($］中

所给出的导电聚合物中弱钉扎电荷密度波方程

#)) % *$#"" " +# % ,#1 % ,#!
$，

!)) % *$!"" "（+ % !-）! % ,!
1 % ,!#

$，

文献［(1—(-］中 的 @4A./=>7?:7/ 方 程，B5/:7C=>./=
9C?)=D.))’ 方程和 ’./A=>7?:7/ 方程的近似等方程 *因
此，此类方程的行波解均可利用方程（(），（$）来进行

求解，并得到它们的双周期解 * 限于篇幅，在此我们

就不给出具体的说明了，有兴趣的读者可参见文献

［1］的有关内容 *

! E 有关问题的讨论及结论

从本文的结果可以看出只有最后一种解对参数

"，&，! 不作任何要求，利用本文的讨论方法可以发

现文献［!］中的结果均对参数有一定的要求 *下面就

文献［!］中的第一种情形作一说明 *将 #, " (( " $,

" $( " , 代入到文献［!］中的代数方程组（(1）中，原

方程组被约化为

% #( F !#( %$
( F $.$ #( " ,， （(-5）

#1
( % !#( %$

( % $.$ #( " ,， （(-9）
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（ ! ! "）#" # "#" $$
" ! %$ #" % &， （"’(）

!#) ! "#" $$
" # $%$ #" % &， （"’*）

由（"’+），（"’(）可得

$$
" % %$ # " ! !

" ，#$
" % " ! $%$

" ，

由（"’,），（"’*）可得

$$
" % $%$（! ! "）

! ! "$ ，#$
" % $%$（" ! "）

! ! "$ ，

由此可知参数!，"，! 满足

! ! "$ # $"! ! $!! % &，

% 为任意常数 -容易看出文献［.］中的结果仅是这里

的一种特列，此外，还遗漏了两种具有组合结构的情

形 -因此，该文的结果即不完整，也存在着错误 -
总之，本文利用 /0123456*51 方程展开法找出了

非线性耦合标量场方程的新双周期解，并首次利用

该方程指出了物理学中一类具有重要物理意义的方

程具有此类解的结构这一结果 -这为物理学家和数

学家进一步探索该类方程所描述的物理模型具有的

物理现象提供了理论上的基础 -

［"］ 7+8+6+9+1 7 ":;: &’() - *+, - -+.. - !" $&&
［$］ <+1= > ? +. /0 "::) &’() - -+.. - @ #$% )&
［)］ A+1 B 4 +. /0 "::C $1./ - &’() - 234 - !$ "&D.（01 E201F/F）［范恩

贵等 "::C 物理学报 !$ "&D.］

［.］ E+5 G H $&&$ &’() - -+.. - @ "&’ $;
［’］ ?+1 I ? $&&) 5’/6) - 2603.64) /4" 78/1./0) #’ $:"
［D］ J+K60(L G M ":;) 9003:.31 7;41.364 /4" 9003:.31 5;8,+)（E+9,60*=F：

E+9,60*=F N10OF6/0KP J6F//）

［;］ Q0R S T +. /0 $&&" $1./ - &’() - 234 - () $&DC（01 E201F/F）［刘式

适等 $&&" 物理学报 () $&DC］

［C］ Q0R S T +. /0 $&&$ $1./ - &’() - 234 - (# "&（01 E201F/F）［刘式适

等 $&&$ 物理学报 (# "&］

［:］ Q0R S T +. /0 $&&$ $1./ - &’() - 234 -(# ;"C（01 E201F/F）［刘式适

等 $&&$ 物理学报 (# ;"C］

［"&］ Q0R S T +. /0 $&&" &’() - -+.. - @ "*& D:
［""］ AR I +. /0 $&&" &’() - -+.. - @ "&) ;$
［"$］ S+6LF6 S +. /0 ":;D &’() - -+.. - @ (& $’’
［")］ @,5U0KV W X +. /0 - "::" <64034+/8 9,60;.364 9=;/.364) /4" >4,+8)+

21/..+834?（E+9,60*=F：E+9,60*=F N10OF6/0KP J6F//）

［".］ AF1= J > "::. <64034+/8 @;/4.;A B+1’/431/0 C’+68(（E251=Y01=

JR,Z0/201= [5R/F- E251=Y01=）（01 E201F/F）［庞晓峰 "::. 非线性

量子力学理论（重庆出版社）］

［"’］ A+1 B 4 +. /0 "::; $1./ - &’() - 234 - !’ "$’.（01 E201F/F）［范恩

贵等 "::; 物理学报 !’ "$’.］
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!"# $#% &’()*+!,#-.’&./ 0’*(1.’$0 2’- $’$*.$#3- /’(,*#&
0/3*3- 2.#*& #4(31.’$0（!）!

!" #$%&’$()*）+） ,’-() ./()%0"()*）
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