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研究 () 模型中的有限尺寸效应 *当经纪人数目 ! 足够大及发生交易的概率 +"&,!，发现有限尺寸效应是重

要的 *此时，系统几乎变成包含所有经纪人的单一集团 *而对较小集团，尺寸分布仍然服从幂函数律，但是指数因涨

落效应而改变 *但当 +#&,- 时，可以论证涨落效应不重要，因而平均场理论是严格成立的 *
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& 8 引 言

最近模拟经纪人互相 趋同模仿行为和经纪人

之间的信息传输现象的 (9:;<:=5);>>?@>+AA（()）模

型［&］在经济物理学研究领域中引起了相当的关注 *
这个模型包含 ! 经纪人 *一个经纪人可以和另外的

!5 & 个经纪人相连接 * 连接性有下列的性质：若 "
和 # 相连且 # 和 $ 相连，则 " 和 $ 相连 *互相相连

的经纪人就能够形成一个集团 *在初始状态，所有的

经纪人并不相连 *在每一时步，随机地选取一个经纪

人 " *以概率 %（# B % B &），包含 " 的集团的所有经

纪人做同一种交易，然后集团被解散，并且所有属于

这个集团的经纪人都变成孤单的 *以概率 & C %，随

机选取另外一个经纪人 #，若 " 和 # 不属于同一个

集团，则包含 " 的集团和包含 # 的集团中的所有经

纪人都相连并合并成一个大集团 *若 " 和 # 属于同

一个集团，则不发生任何变化而转入下一步 *
DEF:<GH 和 IJK9?@G［!］对 () 模型采用了平均场分

析并且得到了集团尺寸分布解析表达式 *他们的解

析表达式仅在 !#& 和 %#&,$!条件下成立 *在这

两个条件下，单一集团的状态不重要，并且有限尺寸

效应也不显著 *
我们曾 在 文 献［"］中 讨 论 了 !# & 和 %" &,

! <A! 极限下的 () 模型 *我们发现此时最重要的状

态就是包含所有经纪人的单一集团 *处于别的状态

的概率很小并且与 % 成正比 *但是这些概率的数值

很有用 *因为它们可以告诉我们系统是怎样由不相

连的状态过渡到单一集团的状态 *
本文补充文献［"］所给出的推导：将给出 () 模

型的描述方法及严格方程；讨论 !#& 和 %#&$!
极限情况下的 () 模型，从严格方程出发，给出此时

平均场近似是成立的自洽论证，并由此推导出 DE
F:<GH 和 IJK9?@G 所得到的平均场方程；讨论 !#& 和

%"&,! <A! 极限情况下的 () 模型，简化在此极限

下的严格方程并给出严格解；最后给出对于结果的

讨论 *

! 8 严格方程

考虑 ! 个经纪人的分割［ &&，!，⋯，&! ］，这里 &’
是大小为 ’ 的集团数目 *很显然

%
!

( L &
(&( L !， （&）

! 个经纪人的状态可由处于集团划分［ &&，&!，⋯，

&!］的概率函数 )［ &&，&!，⋯，&! ］来描写 *不难发现，

)［ &&，&!，⋯，&!］的时间演化由下式决定：
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因为
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) ’ !［ ""，⋯，"#］
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可以引进归一化条件

!
［ ""，⋯，"#］
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系统的稳态由下列方程给出：

)
) ’!［ ""，⋯，"#］& *， （-）

对小 #，稳态的 !［ ""，⋯，"# ］可以通过解一组线性

代数方程得到 ( 当 # 足够大时，直接求解变得十分

困难 (为此引入

〈()"" ⋯()%
% ⋯〉& !

""，⋯，"#
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式中 )"，)% ⋯，都为非负整数 ( 利用方程（"），得到

恒等式

!
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在方程（#）两边同时乘以 ")"" ⋯ ")%% ⋯，再对配分［ ""，

⋯，"#］求和，在稳态下，我们得到下列严格方程：
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+1 #"" 和 $""2##的情况：平均场理

论的自洽性验证

当 % 为有限时，有〈 (% 〉3 #"" ( 所以我们假定

若 )% 仅当 % 为有限时不为零，则

〈⋯()%% ⋯〉3 #! %)% ， （4）

当平均场理论成立时，这个假定也自动成立 (（4）式

表明当 #"" 时，若!
%
)%

5 6 !
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)% ，且 )% ，)% ，仅当 %

为有限时不为零，则

〈⋯()%5% ⋯〉"〈⋯()%% ⋯〉( （"*）

利用上式，展开（0）式，并设 "2（# % "）$"2#，我们得

到
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式中 )% 仅当 % 为有限时不为零 (利用恒等式（/），上

式可进一步简化为
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我们将证明（"#）式对平均场近似是自洽的 ( 首先取
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!! " !，而其他 !" " #，则

#!
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"$〈%" 〉" $（! % #）〈%!〉， （!&）

又取 !& " !，其他 !" " #，则
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在平均场近似下，（!(）式又可写成

! % #
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’ " !
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（!&）和（!)）式曾经被 *’+,-./ 和 012345. 在文献［$］

中得到 ’它们实际上是平均场近似的结果 ’
下面将证明对于一般的 !" ，方程（!$）在平均场

近似是自洽的 ’利用平均场近似
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方程（!$）右边第一项变成
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方程（!$）右边第二项变成
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所以方程（!$）右边在平均场近似下等于

〈⋯%!)) ⋯〉［!
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这正好等于（!$）式的左边 ’ 所以方程（!$）在平均场

近似下是自洽的 ’

( ; $#! 和 #$!<$ -=$ 极限情况下的

公式推导

本节仔细推导文献［&］中的（&$）式 ’ 由文献［&］

知，当 #$!<$ -=$ 和 $#! 时

*［#，#⋯，!］" ! % + " !， （$!）

式中

+ " !
［ ,!⋯ ,$］>

*［ ,!⋯ ,$］，

其中记号!> 表示对除开［#，⋯#，!］外的其他所有

配分求和 ’
此时直接从（9）式不难得到当 " 有限时，〈%" 〉?

$$ # 以及对于特殊的〈%$〉" ! % +" ! ’事实上，当

-$ " !
$

" " !
"!" 不大时，我们有
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式中 - " !
$

" " !
!" ，以及〈%!!! ⋯%!"" ⋯〉是与 $ 和 # 无

关的量 ’此时，展开（9）式左端的前 (项，并保留抵消

后的最高次项，则这 ( 项可写成
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（9）式的第 ) 项至少与 # 成正比 ’若 !! 6 !$ 6 ⋯ 6
!$ % !%#，则〈%!!! ⋯ %"%!"" ⋯〉必然包含一个 # 因子，

所以此时第 ) 项与 #$ 成正比，故可以忽略 ’若 !! "
!$ " ⋯ " !$ % ! " #，则第 ) 项可写成

% #!
$

" " $
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"% #$〈%!$ 6!
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"% #$!（!!）⋯!（!$%!）， （$(）

（9）式的第 7 项也至少与 # 成正比 ’
若 !$ 6 !& 6 ⋯!$%#，则〈（ %! 6 "）!! ⋯ %"（ %"

% !）!" ⋯〉也必然包含一个 # 因子，所以第 7 项也与

#$ 成正比，故可以忽略 ’ 若 !$ " !& " ⋯ " !$ " #，

则第 7 项可写成
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$
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所以第 ! 和第 " 项可合写成

!"## $#!（#%）⋯!（#"）

& !"!（##）⋯!（#"&#）， （%"）

但我们仅讨论 ## $ #% $ ⋯ $ #" & #!’ 的情况，所

以第 ! 项可以略掉 ( 利用恒等式（)），（%*）式的前 +
项可进一步简化 (最后我们得到
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将（%%）式代入，我们即得到
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"

$ , #
$#$〈⋯%#$$ ⋯〉, "

"

’ , %
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( , #
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-〈⋯%#( $#( ⋯%#’& ( $#’& ( ⋯%#’ &#’ ⋯〉
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这就是文献［*］中的（*%）式 (

! / 讨 论

在第 * 节自洽地验证了当 "## 和 !##0$"时，

平均场近似的正确性 (读者也许会问：为什么在文献

［*］中，我们对 "## 及 !%#0"12" 这一特殊情况的

34 模型感兴趣？以下是对于这一问题的解释 (
在原来的 34 模型中，曾假定在概率 ! 下，随机

地选取某个经纪人 )，并且让和 ) 在一个集团内的

所有经纪人做同一种交易，然后这个集团自动分解，

其所有经纪人重新变成孤立的 (但对于模型稍作修

改，就可得到等效于 !&’ 的 34 模型 (事实上，若我

们假定在概率 ! 下，首先随机地选取某个经纪人

)，然后让和 ) 在同一个集团内的所有经纪人做同

一种交易，然而这一集团并不分解，而是继续执行下

一步操作 (很显然，这个新模型有着特殊的意义，并

且它等效于原来的 34 模型，只不过有效的 !&’ (所
以研究 34 模型在 !&’ 极限下是很有意义的 (
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