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运用约化摄动法研究了非均匀尘埃等离子体中孤子的传播情况 ) 在低阶近似下，对于小的、但有限振幅的长

波振动，当分界面不连续变化时，孤子在不连续点的反射波与透射波均可由 *+, 方程来描述，并给出了低阶近似

情况下，对于小的、但有限振幅的长波振动，当入射波为单孤子时，反射孤子与透射孤子的个数及其大小；当分界

面是有限长度并连续变化时，对于小的、但有限振幅的长波振动，尘埃声孤波由 *+, 型方程来描述，并由此给出了

准孤子振幅、传播速度等参量在传播过程中的变化 )
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& G 引 言

近年来尘埃等离子体和其他非线性物理中各种

聚集过程引起了人们极大的研究兴趣［&—(］) 目前，

理论和实验研究表明，带电尘埃簇改变了原等离子

体波的光谱［%］，而且尘埃微粒带电的动力学行为在

尘埃等离子体中引入了许多新的特征［&$］) H=I 等人

在理论上研究了无磁场尘埃等离子体中超低相速尘

埃声孤子的存在［#］) J=<@A 等人通过准势研究了其

中的非线性尘埃声孤子［&&］)实验中观察到低相速尘

埃声波伴随着电子数密度的耗尽，说明尘埃声波的

动力学行为仅由尘埃流的惯性和非惯性离子控制 )
研究表明等温离子数密度遵循 KI?LM<=AA 分布（! > N

EOP（ Q!）），而且离子的惯性可以忽略［&&］) R=S=TE 通

过扩展 J=<@A 模型，研究了由两种温度的等温离子

组成的尘埃等离子体中压缩孤波和稀疏孤波及双层

结构［&%］)
众所周知，孤子在传播过程中将保持形状与传

播速度不变，且在它们发生了碰撞以后也将完全保

持原来的特性 ) 当孤子在非均匀介质中传播时，介

质的不均匀性对孤子的传播有很大的影响 ) 对此已

进行了大量的研究［&#—%-］) 文献［&(，%$］研究了由两

种离子组成的等离子体中孤子的传播 ) 本文运用

J=<@A 模型［&&］，研究了由两种不同尘埃微粒所构成

的尘埃等离子体中尘埃声孤子的传播情况 )

% G 分界面不连续变化情形

$%&% 基本方程

考虑一维情形，用 "，# 分别表示无量纲空间、

时间坐标 ) 假设未受扰动时在 " U $ 与 " V $ 区域尘

埃微粒不相同，还假设未受扰动时，尘埃微粒的数

密度分布和离子的数密度分布以及离子的温度都是

均匀的 ) 尘埃微粒数密度的间断面垂直于 " 轴，与

" 轴交点是 " N $，当未受扰动时，$ N $) 在每个区

域里，由冷尘埃微粒和等温离子组成的尘埃等离子

体的无量纲运动方程为［&&］

"!+
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! > 满足 KI?LM<=AA 分布
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其中 !!，"! 分别为尘埃微粒数密度和尘埃微粒在 #
轴的运动速度，! " 为离子数密度，!为电势 # 无量

纲化过程为：!! $ !%! &!!’，! " $ !%" &$! !!’，"! $ "%! &
%!，# $ #% &"!，& $ &% &#( )

*! ，!$!% &（’( " & )），其中!%! ，

!%" ，"%! ，#% ，&% ，!% 分别为具有量纲的尘埃微粒数密

度、离子数密度、尘埃微粒在 # 轴的运动速度、空间

坐标、时间坐标和电势，!!’ 为未受扰动的尘埃微粒

数密度，$! 为尘埃微粒所带电荷数，( " 为离子温

度，’ 为 +,-./0122 常数，%! $（$! ’( " &*!）
)&3为声速，

其中 *! 为 尘 埃 微 粒 的 质 量，"! $（ ’( " &4!$! !!’

5 )3）)&3为德拜长度，#( )
*! $（*! &4!!!’ $3

! )3 ）)&3 为尘

埃等离子体频率的倒数 #

!"!" 入射波、反射波和透射波控制方程的建立

假设入射孤波从 # 6 + 区域传播而来，经过不

连续点 # $ + 以后，将传播到 # 7 + 区域 # 由于不连

续点 + 的存在，孤波在 + 点将会产生反射波 # 因此，

在 # 6 + 区域里将有沿 # 正向与反向传播的波，即

入射波（用 8 表示）和反射波（用 9 表示），而在 # 7 +
区域里将只有沿 # 正向传播的波，即透射波（用 :
表示）# 下面运用约化摄动法（;<!=>."?< *<;.=;@1.",2
.<>A2"B=<）研究对于小的、但有限振幅的长波振动情

况下，孤子在不连续点的反射与透射 #
在 # 7 + 区域，运用约化摄动法，作如下变换：

$ $%（# ( &）， （C）

& $%
D

3（# ( +）， （E）

!! $ ) F%3 !) F%4 !3 F ⋯， （G）

"! $%3 ") F%4 "3 F ⋯， （H）

! $%3!) F%4!3 F ⋯ （I）

由于分界面 # $ + 的移动很小，可作如下变换：

+ $%3 +) F%4 +3 F ⋯ （)’）

将方程（C）—（)’）代入方程（)）—（D），比较%各阶

量的大小 #由方程（)）的%D，%C 得
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由方程（3）的%D，%C 得
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由方程（D）的%3，%4 得

!) $ (!)， （)C）

"3!)

"$
3 $ !3 F!3 (!3

) # （)E）

尘埃等离子体在未受扰动下，!! $ )，"! $ ’，并且

规定!$ ’，即 !) $ ’，") $ ’，!) $ ’，因此，由方程

（))），（)D），（)C）得

!) $ ") $ (!) # （)G）

由方程（)3），（)4），（)E），（)G）最后可得

"!:
)

"&
F 3!:

)
"!:

)

"$
F"

D !:
)

"$
D $ ’， （)H）

其中上标 : 表示在 # 7 + 区域里沿 # 轴正向传播的

透射波，!:
) $ !) $ ":

) $ (!:
) #这样表示是为了与以

后的反射波和透射波相区别 #
在 # 6 + 区域，必须同时考虑沿 # 轴正向和反

向传播的波，即入射波与反射波 # 因此，在 # 6 + 区

域，作如下变换：

$ $%（# ( &）， （)I）

’ $%（# F &）， （3’）

& $%
D

3（# ( +）， （3)）

+ $%3 +) F%4 +3 F ⋯， （33）

!! $ ) F%3 !) F%4 !3 F ⋯， （3D）

"! $%3 ") F%4 "3 F ⋯， （34）

! $%3!) F%4!3 F ⋯ （3C）

将方程（)I）—（3C）代入方程（)）—（D），并比较%各

阶量的大小 #由方程（)）的%D，%C 得
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由方程（3）的%D，%C 得

("
")

"$
F"

")

"’
("!)

"$
("!)

"’
$ ’， （3H）

("
"3

"$
F"

"3

"’
("!3

"$
("!3

"’
F ")

"")

"$

F ")
"")

"’
( )

3
"!)

"&
$ ’# （3I）

由方程（D）的%3，%4 得
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应用未受扰动条件（!! " 时，!# ! $，"# ! "，或!$

! " 时，"$ ! "，!$ ! "），得

!$ ! ! %
$（"，#）& !’

$（$，#）， （()）

"$ ! " %
$（"，#）& "’

$（$，#）， （((）

!$ !!%
$（"，#）&!’

$（$，#）* （(+）

将方程（()）—（(+）代入方程（),），（)-），（("），可得

! %
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$ ! .!%
$， （(/）
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$ ! .!’
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由方程（)0），（)1），（($）—（(,）可得
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其中
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方程（(1）对$积分，可得

)!) & )") & !’
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本文要求的解是具有实际意义的局部解，即当$"
3时，解是有限的 * 为了保证这一点，只有 #（"，

$，#）! "* 同理可得 #2（"，$，#）! "*因此，可得到

! %
$，!’

$ 分别满足 4#5 方程

!! %
$
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$
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$
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$
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作变换：

!6
$ ! . (!6， （++）

! %
$ ! . (! %， （+/）

!’
$ ! . (!’， （+,）

方程（$-），（+)），（+(）可化为标准 4#5 形式：

!!6

!#
. ,!6!!6

!"
&!

( !6

!"
( ! "， （+0）

!! %

!#
. ,! %!! %

!"
&!

( ! %
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( ! "， （+-）

!!’
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. ,!’!!’
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&!

( !’
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( ! " * （+1）

!"#" 反射波与透射波的确定

以下讨论对于小的、但有限振幅的长波振动，

当给定入射波以后，由于不连续点 & ! ’ 所导致的

反射波和透射波 * 在 & ! ’ 区域应满足电势相等和

尘埃微粒速度相等的条件，即

（!%
$ &!’

$ ）!!6
$ ， （/"）

（(#$
)* 7 8+#$

）$8)（" %
$ & "’

$ ）!（(#)
)* 7 8+#)

）$8) "6，

（/$）

其中带有下标 $ 的变量代表 & 9 ’ 区域的物理量，

带有下标 ) 的变量代表 & : ’ 区域的物理量 * 令%

!
(#)

+#$

(#$
+#

( )
)

$8)

，从而（/$）式可化为

" %
$ & "’

$ !%"6
$ * （/)）

利用方程（$0），（(/），（(,），（/"），（/)），可得

!6
$ ! )

$ &%!
%
$， （/(）

!’
$ ! $ .%

$ &%!
%
$ * （/+）

设入射波为一单孤子

!% ! . )$ .) ;<=>) "$ . +#
$( )) ， （//）

则由方程（/(）和（/+）可得反射波!’ 和透射波!6 的

准初始条件为

!6（"，"）! )
$ &% . )$ .) ;<=>) "( )[ ]$ ，（/,）

!’（"，"）! $ .%
$ &% . )$ .) ;<=>) "( )[ ]$ * （/0）

由方程（/,）和（/0）可以看出，对于小的、但有限振

幅的长波振动，尘埃微粒的质量和荷电量对反射波

!’ 与透射波!6 的准初始振幅都有影响 * 对于小

的、但有限振幅的长波振动，如果两种尘埃微粒荷

电量相同 %!
+#$

+#
( )

)
( )$8)

，当 +#$
: +#)

时，% : $，

透射波准初始振幅和反射波准初始振幅均小于入射

波振幅，且反射波准初始振幅与入射波振幅异号，

如果入射孤波为压缩型孤波，则准初始反射孤波为

稀疏型孤波 * 当 +#$
9 +#)

时，% 9 $，透射波准初始

振幅将大于入射波振幅，反射波准初始振幅小于入

射波振幅，但与入射波振幅同号，如果入射孤波为

压缩型孤波，则准初始反射孤波亦为压缩型孤波 *
图 $ 和图 ) 分别为准初始!6 8!% 和!’ 8!% 随 +#$

8+#)

的变化情况（(#$
! (#)

）*此结论与文献［$1］中离子
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等离子体情形基本一致，不同的是对于离子等离子

体，!!
" # !!

" # "!
" ，!$

" # ! $
" # " $

"，!%
" # !%

" # & "%
" ，而

对尘埃等离子体，!!
" # & !!

" # & "!
" ，!$

" # & ! $
" #

& " $
"，!%

" # & !%
" # "%

" ’

图 " !!(!$ 随 #)"
(#)*

的变化（$)"
# $)*

）

图 * !%(!$ 随 #)"
(#)*

的变化（$)"
# $)*

）

对于 +), 方程

!!
!" & -!!!!#

.!
/!
!#

/ # 0 （12）

的任意给定的初始条件

!（#，0）# & %& &* 3456* #& ， % 7 0，（18）

可以由逆散射理论来确定产生的孤子个数以及振幅

的大小［*1］’ 产生的孤子个数 ’0 是满足下式的最大

整数：

% .! "
9 . "

* & ’0 7 0 ’ （-0）

产生孤子的振幅将由下式给出：

* % .! "
9 . "

* &( )( *

& &*

（ ( # "，*，⋯，’0）’ （-"）

这样即可确定由入射孤子而产生的透射孤子和反射

孤子的个数及大小，由方程（1-），（1:）和（-0）可得

透射孤子与反射孤子的个数 ’" 和 ’* 分别满足

9
" .$ .! "

9 . "
* & ’" 7 0， （-*）

*（" &$）
" .$ .! "

9 . "
* & ’* 7 0 ’ （-/）

当 $)"
# $)*

时，由方程（-*）和（-/）可以看出：对于

小的、但有限振幅的长波振动，至少有 一个透射孤

子，但是最多只有两个透射孤子 ’ 而反射孤子最多

一个，且$ ; "，即 #)"
; #)*

，当$ 7 "，即 #)"
7

#)*
时将无反射孤子，反射波将是一些微小的振动

和辐射 ’ 此结论也与文献［"8］中离子等离子体情形

一致 ’

/ < 分界面缓慢连续变化情形

!"#" 基本方程

考虑由两种不同尘埃微粒组成的非均匀等离子

体，!) 和 !* 分别表示质量为 #) 和 #*（#) ，#* 均

为无量纲质量）尘埃的无量纲化数密度，!)0 和 !*0

分别表示它们在未受扰动时的值 ’
考虑尘埃微粒数密度连续变化的情形 ’ 在分界

面的区域内（ + # 0 附近），!)0 从 " 逐渐变为零，而

!*0将从零逐渐变为 "，如图 / 所示 ’ 此系统的无量

纲化运动方程为

!!(

!, .!
（!("(）

!+ # 0， （-9）

#(
!"(

!, . "(
!"(

!( )+ # !!!+ （ ( # )，*），（-1）

!*!
!+* #（!) . !*）& ! =， （--）

! = # 4&!， （-:）

其中 "( 为质量为 #( 的尘埃微粒的流速，#) #
#>)
#)

，

#* #
#>*
#)

，#) #
#>) . #>*

* ，其中 #>) 和 #>* 分别为有

量纲的尘埃微粒的质量 ’ 方程（-9）—（-:）的无量纲

化过程与分界面不连续变化情形相同 ’

!"$"%&’ 型孤子的传播

由于假设分界面内尘埃微粒的数密度变化是缓
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图 ! 两种不同尘埃微粒的数密度分布图

慢的，故可不考虑反射波 " 运用约化摄动法，对于

小的、但有限振幅的长波振动，作如下变换：

! #"（! $ "#）， （%&）

# #"! !， （%’）

$% # $%( )"* $%+ )", $%* ) ⋯， % # &，’，

（-(）

(% #"* (%+ )", (%* ) ⋯， （-+）

$ #"*$+ )",$* ) ⋯ （-*）

将方程（%&）—（-*）代入方程（%,）—（%%），比较"各

阶量的大小 "由方程（%,）的"，"!，". 得

!$%(

!!
# (， （-!）

$ "!
$%+

!!
) $%(

!(%+

!!
# (， （-,）

$ "!
$%*

!!
) $%(

!(%*

!!
) !!!

（$%+ (%+）) !!#
（$%( (%+）# (/

（-.）

由方程（%.）的"!，". 得

$ )%"
!(%+

!!
$!$+

!!
# (， （-%）

$ )%"
!(%*

!!
) )%(%+

!(%+

!!
$!$*

!!
$!$+

!#
# ("（--）

由方程（%%）的"(，"*，", 得

$&( ) $’( # +， （-&）

$&+ ) $’+ )$+ # (， （-’）

$&* ) ’’* )$* $ +
*$

*
+ $!

*$+

!!
* # ( " （&(）

由方程（-,），（-%），（-’）可得

$%+ # $
$%(

)%"*
$+， （&+）

(%+ # $ +
)%"$+， （&*）

"* #
$&(

)&
)

$’(

)’
" （&!）

由方程（-.），（--），（&(）可得

*!$+

!#
)%$+

!$+

!!
)!

!$+

!!
! )&$+ # (， （&,）

其中

% # + $ !
)&"*

， （&.）

& #
)’"* $ +
$&( )’"*

!$&(

!#
" （&%）

作变换：

# # *’， （&-）

$+ # %
%$

0， （&&）

方程（&,）化为

$0’ ) %$0$0! )$0!!! )&$0 # (/ （&’）

方程（&’）称为 123 型方程 " 如果&# (，方程（&’）即

为标准 123 方程，它有单孤子解

$0 # &( 4567*
&(!*［! $ *&(’］， （’(）

其中 &( 为孤子振幅，
*
&!(

为孤子宽度，*&( 为孤子

速度 "如果&"(，假设有单孤子从分界面的左侧传

向分界面，在分界面内此单孤子在传播过程中其速

度和振幅等将会发生变化 " 仍假定方程（&’）有准孤

子解［+!—+%］

$0 # &（’）4567* &（’）

! * ［! $ *&（’）’］，（’+）

其中

&（’）# &（’(）589 $#
’

’(
&2’( )0 ， （’*）

其振幅可由

&（’）
&（’(）# 589 $ +

* :;
（)& $ )’）$&(（’）$ )&

（)& $ )’）$&(（’(）$ )[ ]{ }
&

（’!）

给出 "由此可见，此单孤子在穿过分界面后，其振

幅变化关系为

&’ # && 589 $ +
* :;

)&

)( )[ ]
’

" （’,）

考虑 量 纲 化 过 程： )& #
)0&
)*

， )’ #
)0’
)*

， )2 #

)0& ) )0’
* ，所以 )’ # * $ )& ，)& < + 对应于 )& <

)’ ，)& = + 对应于 )& = )’ " 因此方程（’,）可化为
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!" ! !! "#$ % &
’ ()

#!

’ % #( )[ ]
!

* （+,）

!" -!! 随 #! 的变化如图 . 所示 *因此，如果 #! / &，

即 #" 0 #! ，对于小的、但有限振幅的长波振动，入

射单孤子穿过分界面后，孤子的振幅将增大，速度

将变快；如果 #! 0 &，即 #" / #! ，对于小的、但有

限振幅的长波振动，入射单孤子穿过分界面后，孤

子振幅将减小，速度将减慢 * 此结论与文献［’1］离

子等离子体情形一致，也与分界面不连续情形下尘

埃等离子体的结论一致，但与离子等离子体不同的

是，在离子等离子体中，$%& !
$%1

#%&’
!&，’%& !

&
#%&!&，

而在尘埃等离子体中，$%& ! %
$%1

#%&’
!&，’%& ! % &

#%&!&，

充分说明了尘埃微粒对等离子体集体效应的影响 *

图 . !" -!! 随 #" 的变化

.2 结 论

本文在低阶近似下，对于小的、但有限振幅的长

波振动，运用约化摄动法研究了非均匀尘埃等离子

体中孤子的传播情况 * 研究表明：在非均匀尘埃等

离子体中，对于小的、但有限振幅的长波振动，孤

子可以用 345 方程（或 345 型方程）来描述，而且

电势孤子的传播情况在定性上与离子等离子体中电

势孤子的传播情况一致 * 无论是分界面不连续变化

还是连续变化，对于小的、但有限振幅的长波振动，

电势孤子从质量小的尘埃等离子体穿过分界面进入

质量大的尘埃等离子体，电势孤子的振幅将增大，

速度将变快，反之，电势孤子从由质量大的尘埃微

粒组成的尘埃等离子体穿过分界面进入由质量小的

尘埃微粒组成的尘埃等离子体，电势孤子的振幅将

减小，速度将减缓 * 但对尘埃微粒的数密度孤子和

速度孤子，其振幅符号与离子等离子体刚好相反 *
当分界面不连续变化时，对离子等离子体，!6

& ! $6
&

! ’6
& ，!7

& ! $ 7
& ! ’ 7

&，!8
& ! $8

& ! % ’8
& ，而对尘埃等离

子体，!6
& ! % $6

& ! % ’6
& ，!7

& ! % $ 7
& ! % ’ 7

&，!8
& !

% $8
& ! ’8

& ；当分界面连续变化时，在离子等离子体

中，$%& !
$%1

#%&’
!&，’%& !

&
#%&!&，而在尘埃等离子体

中，$%& ! %
$%1

#%&’
!&，’%& ! % &

#%&!& * 这些结论充分说

明尘埃微粒对等离子体集体效应的影响，尘埃等离

子体并不是在原先的等离子体中加入尘埃微粒的简

单混合，而是尘埃微粒与离子、电子及电磁场等相

互作用的整体 *
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