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讨论了具有开边界六顶角模型的关联函数，计算了涉及边界自发极化的边界关联函数，得到了它们的行列式

表示 *
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" , 引 言

六顶角模型是二维经典统计力学中的一个重要

模型 *它是作为描述二维冰晶结构而引起的［"］*与
-./01模型一样，六顶角模型也是一个精确可解的统
计模型［&，’］*其自由能可由 23453 60.748方法得到 *六
顶角模型不光在周期性边界条件下被广泛研究，而

且在其他边界条件（例如畴壁边界条件［$］、反射边界

条件［(］）下也被证明精确可解，其配分函数可表示成

由谱函数所构成的行列式［9—)］，可以精确计算其边

界自发极化［%—""］*本文将在开边界条件下讨论六顶
角模型的关联函数，计算描述其边界自发极化的边

界关联函数，得到了它们的行列式表示 *

& , 边界关联函数

本文讨论的二维 ! : &! 格点如图 " 所示 *其

上、下和右边界为畴壁边界条件，左边界为反射边

界 *对应 &" ; "行的谱为 ;!"，&" 行的谱为!"，对

应 # 列的谱为"# *#行 # 列格点的权在矩阵形式下
可写为
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图 " 中 &" ; " 和 &" 行的格点对配分函数的贡
献为

"& ’"（!"）!% =（!"）&（;!"）" < "(’"（!"）#，

其中 &（!#）< $#!（!#，"!）⋯$#"（!#，""），为体中的单

值矩阵，(’#（!#）为代数 23453 60.748方法中所定义

的带边单值矩阵［(］，
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因此该二维格点等价于图 !所示的二维格点，其配
分函数可以表示为
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% " $# % ’（!）式中定义的单值矩阵满足边界杨

( )*+,-.关系，
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图 $ 开边界的六顶角模型 图 ! 双行单值矩阵表示的六顶角模型

由（0）式可确定单值矩阵的矩阵元"（!"），!（!"），
#（!"）和 $（!"）之间的交换关系，其中和本文后面
的计算有关的是如下三个交换关系：
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其中 "& *
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’分别

描述右边界处在 ’! 行和 ’! ( &行之前自旋向下
的概率，( !

+和 ( !
,分别描述在 ’! 行和 ’! ( &行的

边界自发极化概率 .

+ / 行列式表示

由于 "& 和 $& 是作用在第一列上的算子，因此在

计算这些边界关联函数时可以把（-）式中的所有算子
分解为第一列上的算子和其余 ’ ( &列上的算子 .利
用 *$&（!$ (&&）的具体表达式（&），( !

&可以写为
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其中 !0（!’）和 "
0（!’）为作用在从第二列到第 ’ 列

的算子，由下式确定：
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#0，!0，$0和 "0之间的交换关系也与（,）式中所定义的
关系式一样 .应用（,）式中的关系式，可知
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把（+）式代入（,）式，可得
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首先考虑求和式中") $ 项，并应用交换关系式（+），可知
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上式类似于 ! "
(的求和表达式（/），因此通过类似的计算也可以把计算结果写为如下行列式：
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, 3 总 结

关联函数的精确计算在二维精确可解统计理论

中一直是一个非常重要的问题 .本文对六顶角模型
在反射型开边界条件下，计算了描述其边界自发极

化的边界关联函数，得到了它们的行列式表示 .在周
期性边界或畴壁边界条件下，这些表达式在热力学

极限下，可被写为 4510’678积分算子的行列式，并由
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此得到关联函数所应满足的微分方程及其渐进行

为 !因此，对本文所得到的这些关联函数取热力学极
限很有意义，我们将在后续的工作中给予讨论 !另
外，由于反射型边界条件破坏了系统的平移不变性，

因此本文的讨论并不适用于其他列（ !!"）上的关
联函数 !对任意格点上的局域算子的关联函数的计
算将是一个富于挑战性的问题 !
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