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在（" ) $）维情况下，利用数值模拟研究了 *+,-./0/1234-5637589（*12）与 *-,:-1;-,3531<6-7=（*;<）模型所决定的非
平衡态界面生长演化过程 >结果表明，*;<与 *12模型都表现出明显的时间和空间标度特性 >相对于 *;<模型而
言，*12模型所对应的表面具有更明显的颗粒特征，当生长时间较长时，生长界面呈现蜂窝状结构 >通过数值相关分
析得到了生长界面的粗糙度指数、生长指数和动态标度指数等参数 >从两种模型对应的表面形貌特征和表面参数
来看，在（" ) $）维情况下，*;<与 *12模型所决定的表面具有完全不同的动态标度行为，属于不同的两类物理模型 >
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$ H 引 言

*+,-./0/1234-5637589（*12）模型可以描述化学湍
流［$］、火焰锋蔓延［"］、液态膜在重力作用下的动力学

行为［’］、离子溅射表面的演化等复杂的非平衡态物

理过程而倍受关注［?—&］，对 *12 模型特性研究一直
没有停止过 > I-86/0［@］和 <-CJ583［%］分别对 *12模型研
究后发现，就长波特性而言，至少在（$ ) $）维情况
下，*12模型可以用另一个随机模型———*-,:-1;-,31
531<6-7=（*;<）模型来描述，但是许多离子溅射实验
表明界面的特性与 *;<模型所对应的表面相差较
大 >*12与 *;<模型是否具有类似的动力学特性长
期以来一直是讨论的热点 > K+J,7/等人利用分离的
随机模型研究了离子溅射表面的演化过程，结果表

明在（$ ) $）维情况下，带有随机项的 *12与 *;<模
型属于同一类［L］>另外，通过数值方法，27JMMJ7 等
人［$#］认为在（$ ) $）维情况下 *12与 *;<模型具有
类似的动力学行为 >但是，在（" ) $）维情况下，;,/1
G-GG3-等人［&］用数值模拟和分析方法证明，*12 与
*;<模型具有完全不同的动态标度行为 >本文通过
数值模拟方法，研究了 *;<与 *12模型所决定的非
平衡态界面的生长演化过程 >模拟结果表明，*;<与
*12模型所决定的表面都具有自仿射分形结构特

征 >相对于 *;<模型而言，*12模型所对应的表面具
有更加明显的颗粒特征，当生长时间较长时，生长界

面呈现蜂窝状结构 >通过数值相关分析，在 *12 与
*;<模型中明显观察到生长界面时间和空间的标度
特性，而且得到了表面粗糙度指数（,/+=67J55 JNM/1
7J70）、生长指数（=,/O06 JNM/7J70）和动态标度指数
（:97-.3G JNM/7J70）等描述表面演化的参数 >从两个
模型对应的表面形貌特征及表面参数来看，在（" )
$）维情况下，*12模型中的扩散项对非平衡态界面
影响很大，*;<与 *12模型所决定的表面具有完全
不同的动态标度行为，属于不同的两类物理模型 >

" H 生长界面演化的数值模拟

*;<模型的数学表达形式为

!!
!" P!

"

" ! ) "" Q

"

! Q " )#，

其中 ! 为空间位置 # 和生长时间 " 的函数，表示生
长界面的高度 >#表示非平衡态界面演化时的随机
起伏项，满足〈#（ #，"）〉P #，〈#（ #，"）#（ #R，"R）〉P
"$$（ # S #R）（ " S "R），其中 "$ 正比于随机项的变化
幅度 >!

"

" ! 表示表面张力对界面演化的影响，其中

!正比于表面的张力系数 >（"T"）Q

"

! Q "（"U #）表示
高度变化速度对表面倾斜度的影响 >
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解 !"#模型的方法为数值积分，首先把模型写
成下面的分离形式：

!! $!

!

% !!" & "% ’

!

! ’ %!" &# (%!! "#（ $，"），

其中#% $ %% )!&%，#（ $，"）为介于 * +,-和+,- 之间
时间和空间无关的均匀分布的随机数 .!& 表示生长
平面上相邻数据点的间隔，!" 表示数值积分的时间
间隔 .在数值积分时，!" 的取值要足够小，以至于

!" 的变化对界面的影响不大 . #（ $，"）前的系数可
以保证噪声在时间间隔!" 内数值积分有相同的二
阶矩 .利用关系 !/ $ ! )!+，"/ $ " ) "+，&/ $ & ) &+ 对

!"#模型进行变换，令 !+ $ !
"
，"+ $ !

%

#%"%，&+ $

!0

#%"! %，则可移去 !"#模型中所有系数 .在数值求

解时非线性项存在能稳定方程［((］，但并非任意!&

和!" 都能保证数值求解模型的稳定性 .在数值模
拟时，取 % $ +,-，!& $ (，!" $ +,++(，!$ (，"$ %，这
些参数能保证模型具有稳定的数值解 .另外，数值积
分采用周期性的边界条件 .
图 ( 为 !"#模型中生长时间 " $ %，(1，0%，(++

时界面形貌图，表面的高度变化用不同的灰度等级

来表示（黑色表示高度值较小），数据点阵为 %-1 2
%-1 .图 %为生长时间 " $ 0%表面高度的傅里叶变换
图像，可以看出灰度的变化无优先取向，所以生长表

面是各向同性的 .

!34模型的数学表达形式为"!
"" $!

!

% ! *$

!

5 !

&"% ’

!

! ’ % &%，相对于 !"#模型而言，加入了对空

间的 5 次偏微分项$

!

5 !，表示界面演化过程中的
扩散效应 .其中$正比于表面的扩散系数，我们称

（6）" $ %

（7）" $ 0%

（8）" $ (1

（9）" $ (++

图 ( !"#模型中生长时间 " $ %，(1，0%，(++的界面形貌图
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图 ! "#$模型中生长时间 ! % &!表面形貌的傅里叶变

换图像

!

!

’" 为表面扩散项 (由于表面扩散项的加入，模型
的数值稳定性受到了很大影响，需要对 ")*模型线
性部分的稳定性进行分析 (首先对模型两边做空间

傅里叶变换，得到"#（"）
"! % + $!"#（ "）+ $’!#（ "），

其中 $ 为空间波数，#（ "）为界面高度 " 的空间傅
里叶变换 (因此，#（ "）随时间的变化遵守 #（ "）

% ,+（"$
! -!$

’
）! (在 ")* 模型中，" . /，而在 "#$ 模型

中，"0 /［1］，因此，存在一个低频区域，表面高度按照

指数生长，临界波数 $2 % 3"3 4! !(如同 "#$模型，
非线性项部分对稳定模型也有积极作用 (
同样利用数值积分方法来求解 ")*模型，首先

把模型写成下面的形式：!" %"

!

!"!! +!

!

’"!! -

#
! 3

!

" 3 !!! - !’%
!&!!( )!

54!

’（ (，!），’（ (，!）表示时间

和空间无关均匀分布的随机数，介于 + /67和 /67之
间 (如对 "#$模型的数值积分，利用关系 "8 % " 4"/，

!8 % ! 4 !/，&8 % & 4 &/ 等无量纲量对 ")* 模型进行变

换，令 "/ %"
#
，!/ %!

"!，&/ % "!! /，则可去除 ")* 模

型中所有系数 (在解模型时取 % % /67，!& % 5，!! %
/6//5，"% + /6!，! % !，# % !，这些参数能保证 ")*
模型具有稳定的数值解 (
图 &为 ")*模型中生长时间 ! % !，51，&!，5//的

界面形貌图，表面高度变化也用不同的灰度等级来

表示，数据点阵为 !71 9 !71 (图 ’示出 ! % !，51时生
长界面一维横截面的高度变化 (

（:）! % !

（2）! % &!

（;）! % 51

（<）! % 5//

图 & ")*模型中生长时间 ! % !，51，&!，5//的界面形貌图
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（!）! " #

（$）! " %&

图 ’ ()*模型中生长时间 ! " #和 %&时表面的一维横截面高度

起伏

由图 %到图 ’可以看出 ()*与 (+,模型所决定
的界面有下列特征：（%）生长界面没有形成规则的岛
状结构，且各向同性 -（#）生长界面具有不同尺度的
颗粒，且在一定的尺度范围之内，各种大小不同的颗

粒在表面上均匀分布 -（.）随着演化时间的增加，表
面水平方向的特征尺度变得越来越大 -（’）相对于
(+,模型而言，()* 模型所决定的界面具有更加明
显的颗粒特征 -（/）随着沉积时间的增加，()* 模型
所对应的表面具有明显的蜂窝状结构，而在 (+,模
型中界面蜂窝状结构不明显 -从上面的分析可以看
出，()*与 (+,模型所决定的非平衡界面在一定的
尺度范围内具有明显的分形特征［%#］，并且这种特征

可以用自仿射分形模型来描述 -但是，在 (+,与 ()*
模型的演化过程生长表面具有不同的特点 -
由于界面演化中随机项的存在，生长界面的高

度分布应该接近于高斯分布 -图 /为 ()*模型中生
长时间 ! " %和 %&时表面高度的概率分布，可以看
出在初始生长时，高度概率分布非常接近于高斯分

布，随着生长的继续，高度概率分布中心偏离了平均

高度，且整个分布也偏离了高斯分布，这是由于非线

性项的存在破坏了 "! 0 " 的对称性 -对于 (+,模
型所对应表面也具有类似的特性，非线性项的存在

破坏了高度概率分成的对称性 -

图 / ()*模型中生长时间 ! " %和 %&时表面高度概率分

布及其高斯拟合

.1 生长界面的分形描述与统计参数

为了对 ()* 与 (+, 模型对应的表面形貌特征
做进一步研究，需要对生长界面做定量的统计分析 -
表面高度)高度相关函数可以对表面结构的统计特
性进行细致描述，其定义式为 #（ $，!）"〈［ "（ $，!）
0 "（2，!）］#〉，其中 "（ $，!）表示界面上位置坐标 $
生长时间 ! 的高度，这里取〈 "（ !）〉" 2-由上面的分
析可知，在 ()*与 (+,模型中生长界面在一定尺度
范围内呈现分形特征［%.］，由动态标度假定，其表面

的高度)高度相关函数#（ $，!）具有下面的形式：

#（ $，!）"
%$#! $ ""（ !），
#&#（ !） $ #"（ !{ ），

（%）

其中!为局域粗糙度指数，描述生长界面局域粗糙
程度，较小的!值，表示表面局域高度变化越剧烈，
分形特征越明显，反之，表面局域结构较为平滑 -

"（ !）为横向相关长度，描述表面高度最大相关距
离 - &（ !）"｛〈［"（ $，!）］#〉｝%3#为 ! 时刻表面的标准偏
差粗糙度，描述表面粗糙程度 -在动态标度范围内，

"（ !）和 &（ !）按照指数规律变化，即 &（ !）$ !#，"（ !）

$ !%3 ’，其中#为生长指数，’ 为动态标度指数 -在动

力学标度假定中有 ’ "!3#-（%）式表明分形表面具
有短程的空间标度不变性和长程的时间标度不变

性 -计算非平衡界面的高度)高度相关函数，并由此
求出!，"，&，#和 ’ 为定量描述界面演化的关键 -
从上面分析可以看出，生长界面是各向同性的
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表面，在计算标准偏差粗糙度和高度!高度相关函数
时，可以沿水平方向做相关 "对于离散的高度数据，
标准 偏 差 粗 糙 度 ! 和 高 度!高 度 相 关 函 数
〈"（#$）〉%分别由下列公式给出：

!# $ %
%!

%

& $ %
’#

&， （#）

〈"（#$）〉% $ %
% & #!

%& #

& $ %
［’&’ # & ’&］

#，（(）

其中 $ 为水平扫描线上相邻两个离散数据点之间
的距离，即!( " ’&，’& ’ #表示扫描线上位置坐标为 &
和 & ’ # 的界面高度 "在计算〈"（#$）〉% 时，当 # 较
大时，可以平均的数据较少，统计平均性差 "由于采
集的数据点阵为 #)* + #)*，取 # $ %,,"为了扩大可
以平均的点数，对每一条水平线做相关运算后，再对

垂直方向 #)*条扫描线求平均值 "
对于 ) 时刻，高度!高度相关函数可以唯象表示

为［%-］

"（ *）$ #! {# % & [./0 & *( )
!

# ] }"
" （-）

图 *（1）和（2）分别示出 3!4与 356模型中生长
时间 ) $ %，#，-，7，%*，(#，*-，%,,时表面的高度!高
度相关函数曲线 "对于 3!4模型所决定的表面，在对
数!对数坐标中，当 * 较小时，89（"（ *））! 89（ *）为直
线，即 "（ *）正比于 *#"，当 * 较大时，"（ *）趋于常量
#!#，转折点的位置即为横向相关长度!（ )）"由上面
的分析可知，! 和 ) 满足关系 !（ )）" )#，通过对 !
的拟合，可得到生长指数#"另外，按照（-）式，通过
对高度!高度相关函数在全段的拟合可以求出粗糙
度指数"和横向相关长度!，并由!（ )）" )%: +可以拟
合出动态标度指数 + "对于 356模型，高度!高度相
关函数也有类似的变化趋势，但从图 *（2）中可以看
出高度!高度相关函数已经偏离了（-）式的变化规
律，因此，不能通过全段拟合的方法来求粗糙度指数

""在 356 模型中，粗糙度指数"是通过对 89（"
（ *）! 89（ *）在 *#!区域内的直线拟合而得到 "为了
与 3!4模型做比较，在 356模型中用已经拟合出的

"按照（-）式对高度!高度相关函数做全段拟合得到
横向相关长度!"后面的分析可以看到，这种近似带
来了动态标度指数 + 与":#的较大偏差 "表 % 列出
3!4与 356模型中不同生长时间下界面的标准偏差
粗糙度 ! 和横向相关长度!"
对于分形表面，生长界面常常表现出两种不同

类型的空间标度行为 "第一种类型中，不同生长时间
的高度!高度相关函数"（ *，)）在短程区域（ *#!）重

叠在一起，亦即 "（ *，)）有一个时间不变的系数
,［%)］，在这种情况下，界面的演化过程为静态的 "第
二种类型中，"（ *，)）在短程区域（ *#!）随时间而改
变，对应着一个随时间变化的系数 ,，界面演化过程
为非静态的 "从图 *（1）可以看出，当 *#!时，高度!
高度相关函数没有重叠，显然，在 3!4模型中界面的
演化属于第二种类型 "对于 356 模型，当生长时间
较小时，高度!高度相关函数在短程区域不重叠，生
长过程为非静态的 "当生长时间较长时，"（ *，)）几
乎重叠在一起，生长过程变为静态的，且出现了双重

分形结构 "

图 * 3!4（1）与 356（2）模型中不同生长时间下表面的高度!高
度相关函数曲线图

图 ;（1）示出 356模型中粗糙度指数和生长指
数随时间的变化关系，粗糙度指数和生长指数是通

过对生长过程进行 %,次数值模拟后得到的，每次模
拟取不同的随机数种子 "可以看出粗糙度指数"在
,<-)左右，且随着生长的进行，整体上有变小的趋
势，当生长时间 ) = #,，" 稳定在理论值 ,<(7 左
右［%*］"在生长过程中，生长指数#在 ,<%左右，有下
降的趋势 "图 ;（2）示出 356模型中 + & %以及#:"随
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生长时间的变化关系，其中 ! ! "是由公式!（ "）! ""# !

对横向相关长度拟合后得到 $可以看出，两条曲线基
本上有类似的变化规律，但有一定的偏差，这是由于

在 %&’ 模型中拟合! 时存在的较大误差引
起的 $

图 ( %&’模型中粗糙度指数、生长指数随时间变化（)）和动态

标度指数 ! ! "与"##对比（*）

图 +（)）示出 %,-模型中，粗糙度指数和生长指
数随时间的变化关系 $粗糙度指数#基本上稳定在
./(0左右 $"的变化较复杂，在初始时"基本上是
常数，当达到某一时间后，"开始上升，随后下降 $在
（" 1 "）维模拟中，"也有类似变化规律

［".］$图 +（*）
示出 %,-模型中动态标度指数 ! ! "以及"##随时间
的变化关系 $可以看出，两条曲线符合较好，有相似
的变化规律 $从生长界面的形貌特征以及得到的粗
糙度指数、生长指数和动态标度指数来看，在（2 1 "）
维情况下，%&’与 %,-模型差别很大 $我们认为在现
有的时间和空间尺度下，%&’与 %,-模型具有不同
的特征，属于完全不同的两类 $

图 + %,-模型中粗糙度指数、生长指数随时间变化（)）和动态

标度指数 ! ! "与"##对比（*）

表 " %,-与 %&’模型中不同生长时间下界面的标准

偏差粗糙度 #和横向相关长度!

生长时间 "
%,- 模型 %&’模型

# ! # !

" ./.(( 2/. 3 ./.0 ./"04 "/" 3 ./.0

2 ./""" 2/0 3 ./.0 ./"+. "/4 3 ./.5

5 ./"67 4/. 3 ./.0 ./2"" "/6 3 ./.0

+ ./200 4/7 3 ./.( ./245 2/. 3 ./.0

"6 ./546 0/. 3 ./.4 ./266 2/6 3 ./.5

42 ./+55 6/7 3 ./.4 ./4"" 4/0 3 ./.0

65 "/5(4 +/7 3 ./.6 ./446 5/4 3 ./.(

".. 2/242 "2/. 3 ./.0 ./402 5/+ 3 ./.(

5 / 结 论

本文通过数值模拟方法，给出了（2 1 "）维情况
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下 !"#与 !$%模型所决定表面的演化过程 &模拟结
果表明，!$%与 !"#模型所对应的表面都具有明显
的分形特征 &相对于 !$% 模型而言，当演化时间较
长时，扩散项对界面的演化影响较大，!"#模型所决
定的界面具有更加明显的颗粒特征 &随着沉积时间
的增加，在 !"#模型中生长界面具有蜂窝状结构，而
!$%模型中蜂窝状结构不明显 &利用数值相关分析，

分别得到 !$%与 !"# 模型中生长界面的粗糙度指
数、生长指数和动态标度指数随时间的变化关系 &根
据两种模型中表面的形貌特征及粗糙度指数、生长

指数、动态标度指数的数值及变化规律，我们认为在

现有的时间和空间尺度下，对于（’ ( )）维情况，!"#
与 !$%模型表现出不同的特性，属于不同类型的物
理模型 &
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