
一类非线性演化方程的新多级准确解!
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在 ’()* 方程和新的 ’()* 函数的基础上，应用小扰动方法和 +(,-./ 椭圆函数展开法求解一类非线性演化方程

（如 )012 方程，非线性 034/567-81-5 方程!等），获得多种新的多级准确解 9这些多级准确解对应着不同形式的周期

波解 9这些解在极限条件下可以退化为多种形式的孤立波解，如带状孤立子、钟形孤立子等 9
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!国家自然科学基金（批准号：;"!$<"!=，;"";<"!=）资助的课题 9

! > 引 言

寻找非线性演化方程的准确解在非线性问题中

占有很重要的地位 9同时，对这些解的稳定性的讨论

有助于了解这些相干结构的演化特性 9在文献［!，%］

中，’()* 函数［&］、+(,-./ 椭圆函数展开法［;—$］和小扰

动展开法［#—!"］被尝试应用于探讨这方面的问题，得

到了一些初步的结果 9事实上，以函数 !（ "）表述的

’()* 方程［&］

1% !
1"% ?［! @ #（# ? !）$% A5% "］! B " （!）

有丰富的内容值得探讨，这里!为本征值，A5 " 为

+(,-./ 椭圆正弦函数［&，C］，$ 为模数（" D $ D !），而 #
通常为正整数 9在文献［!，%］中，我们仅仅讨论了 #
B & 和 # B % 时 ’()* 方程（!）部分解的情况，并把它

们应用到求解非线性演化方程解的稳定性，得到非

线性演化方程多级准确解中存在的不变性［%］9在本

文中，从 ’()* 方程（!）中将得到更多的 ’()* 函数，

并把这些 ’()* 函数应用到某些非线性演化方程的

求解中，可以得到更多的新的多级准确解 9
在这里，我们进一步考虑 # B % 时 ’()* 方程

（!）的解 9 我们知道，在! B（! ? $% ）和 # B % 时，

’()* 方程（!）的解为 ’()* 函数 ,5"15"［!，%］，为了讨

论方便，我们把它定义为

%&
%（"）" ,5"15" 9 （%）

对应的方程为

1% %&
%

1"% ?［（! ? $%）@ =$% A5% "］%&
% B " 9 （%E）

当 # B % 时，’()* 方程（!）还存在两类显著的解，当

!B（! ? ;$%）时，解为 A5"15"，定义为

%’
%（"）" A5"15" 9 （&）

对应的方程为

1% %’
%

1"% ?［（! ? ;$%）@ =$% A5% "］%’
% B " 9 （&E）

当!B（; ? $%）时，解为 A5",5"，定义为

%(
%（"）" A5",5" 9 （;）

对应的方程为

1% %(
%

1"% ?［（; ? $%）@ =$% A5% "］%(
% B " 9 （;E）

下面我们来说明这些解在求解某些非线性演化

方程中的应用 9

% > 对 )012 方程的应用

这里 )012 方程写作

")
"* ?")%")

"" ?#
"& )
""& B " 9 （<）

需要说明的是，（<）式中"和#是两个参数，当取不

同的值时方程描述的系统性质会有明显的不同 9当
然，在适当的自变量和因变量的变化下，方程可以简

化为只有一个控制参数的形式 9
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设它的行波解为

! ! !（!），

! ! "（# " $%）， （#）

其中 " 和 $ 分别为波数和波速 $
将（#）式代入方程（%），求得

""
& ’( !
’!

( )#!& ’!
’!

" $ ’!
’!

! *$ （+）

上式对!积分一次，取积分常数为零，得到

""
& ’& !
’!

& ) #( !( " $! ! *$ （,）

设

! ! !* )$!- )$& !& ) ⋯， （.）

式中$为小参数（* /$!-），!*，!-，!&，⋯分别代表

! 的零级、一级、二级等各级解 $对应的各级方程分

别为

$*： ""
& ’& !*

’!
& ) #( !(

* " $!* ! *， （-*）

$-： ""
& ’& !-

’!
& )（#!&

* " $）!- ! * （--）

和

$&： ""
& && !&

&!
& )（#!&

* " $）!& ! "#!* !&
- $ （-&）

对上述多级近似方程求解可以得到丰富的多级

准确解 $对于零级方程（-*），可以应用 012345 椭圆函

数展开法［6—+］求解 $若令

!* ! ’* ) ’- 78!， （-(）

代入方程（-*），定得

’* ! *，

’- ! 9 " #""#
("，

$ ! "（- ) (&）""
& $ （-6）

因而 :;’< 方程（%）的零级准确解为

!* ! 9 " #""#
(" 78!$ （-%）

这是零级基本方程的周期解，是非线性和频散作用

平衡的必然结果 $在 (#- 时，78!# =18>!，零级准

确解退化为

!* ! 9 " #""#
" =18>!$ （-%1）

这是我们常见的孤立波解，一般称作冲击波解 $ 从

（-%）和（-%1）式看出，为了得到有意义的解，参数#
和"的符号必须相反 $不失一般性，取"? *，则#/
*，这代表着排斥非线性作用，对应的模式在物理学

各分支中有着广泛的应用 $

对于一级方程（--），将（-%）式代入得到

’& !-

’!
& )［（- ) (&）" #(& 78&!］!- ! * $ （-#）

这正是 ) ! &，% ! - ) (& 的 @1:A 方程（&B）$ 因此

:;’< 方程（%）的一级准确解为

!- ! *+,
&（!）! * 28!’8!， （-+）

式中 * 为任意常数 $ 这是另外一种形式的周期波

解 $在 (#- 时，28!#7C2>!，’8!#7C2>!，一级准

确解退化为

!- ! * 7C2>&!$ （-+1）
这是钟形孤立波解，也称作脉冲孤立波解 $

对于二级方程（-&），以（-+）式代入，得到

’& !&

’!
& )［（- ) (&）" #(& 78&!］!&

! 9 " ##""
(*&

" 78! 28&!’8&! （-,）

或

’& !&

’!
& )［（- ) (&）" #(& 78&!］!&

! 9 " ##""
(*&

"［78! "（- ) (&）78(! ) (& 78%!］$

（-.）

这是 ) ! &，%! - ) (& 的非齐次 @1:A 方程，为了求

解它，设

!& ! -- 78! ) -( 78(!$ （&*）

将（&*）式代入（-.）式，定得

-- !$
- ) (&

-&( " ##""
*&

" ，

-( ! 9 -
# " ##""

(*&

" $ （&-）

因此，:;’< 方程的二级准确解为

!& !$ " ##" "
（- ) (&）*&

&(" 78! - " &(&

- ) (& 78&[ ]! $

（&&）

当 (#- 时，二级准确解退化为

!& !$ " ##" "
*&

" =18>! 7C2>&!$ （&&1）

这是一种新型的孤立波解 $
事实上，我们还可以求得更多的多级准确解 $对

零级方程（-*），若令

!* ! ’* ) ’- 28!， （&(）

代入方程（-*），定得 :;’< 方程（%）的零级准确解为

!* ! 9 #""#(" 28!$ （&6）

*%.& 物 理 学 报 %& 卷



这是另外一种周期波解 !当 !!" 时，零级准确解为

"# $ % &!"" # ’()*#! （+,-）

这是钟形孤立波解 ! 从（+,）和（+,-）式看出，为了得

到有意义的解，参数"和!的符号必须相同 !不失一

般性，取!. #，则". #，这代表着吸引非线性作用，

对应的模式在物理学各分支中同样有着广泛的应

用 !这与（"/）和（"/-）式的解具有明显不同的性质，

特别是在边界上 !
对于一级方程（""），将（+,）式代入得到

0+ ""

0#
+ 1［（" 1 ,!+）2 &!+ ’3+#］"" $ # ! （+/）

这正是 $ $ +，$ $ " 1 ,!+ 的 4-56 方程（78）! 因此

590: 方程（/）的一级准确解为

"" $ %&’
+（#）$ % ’3#03#， （+&）

式中 % 为任意常数 !当 !!" 时，一级准确解为

"" $ % ;-3*# ’()*#! （+&-）

这也是一种孤立波解，一般称作带状孤立波解 !
对于二级方程（"+），以（+&）式代入，得到

0+ "+

0#
+ 1［（" 1 ,!+）2 &!+ ’3+#］"+

$#
&""!

!%+

# )3# ’3+#03+#! （+<）

这是 $ $ +，$$ " 1 ,!+ 的非齐次 4-56 方程，为了求

解它，设

"+ $ (" )3# 1 (7 )37#! （+=）

将（+=）式代入（+<）式，定得 590: 方程的二级准确

解为

"+ $ % "
&"!

（+!+ 2 "）%+

+!# )3# " 2 +!+

+!+ 2 ")3
+[ ]# !

（+>）

当 !!" 时，二级准确解为

"+ $ % "
&"!

%+

+# ’()*#［" 2 + ’()*+#］!（+>-）

这也是一种新型的孤立波解 !
很明显，上面得到的是一类新的多级准确解 !若

令

"# $ )# 1 )" 03#， （7#）

可以得到另一类新的多级准确解 ! 将（7#）式代入方

程（"#），定得 590: 方程（/）的零级准确解为

"# $ % &!"" # 03#! （7"）

对于一级方程（""），将（7"）式代入得到

0+ ""

0#
+ 1［（, 1 !+）2 &!+ ’3+#］"" $ # ! （7+）

这正是 $ $ +，$ $ , 1 !+ 的 4-56 方程（,8）! 因此

590: 方程（/）的一级准确解为

"" $ %&*
+（#）$ % ’3# )3#， （77）

式中 % 为任意常数 !
对于二级方程（"+），以（77）式代入，得到

0+ "+

0#
+ 1［（, 1 !+）2 &!+ ’3+#］"+

$#
&""!

%+

# 03# )3+# ’3+#! （7,）

这是 $ $ +，$$ , 1 !+ 的非齐次 4-56 方程，为此，设

"+ $ (" 03# 1 (7 037#! （7/）

将（7/）式代入（7,）式，定得 590: 方程的二级准确

解为

"+ $ % "
&"!

（+ 2 !+）%+

+!, # 03# " 2 +
+ 2 !+ 03+[ ]# !

（7&）

当 !!" 时，各级近似解分别退化为（+,-），（+&-）和

（+>-）三种形式的孤立波解 !

7 ? 对非线性 9@(A3BCDE0D3 方程（!）的

求解

这里非线性 9@(A3BCDE0D3 方程（!）的形式为

"+ "
"++ 2 ’+#"

+ "
",+ 1"" 2!"

7 $ # ! （7<）

将（&）式代入方程（7<），求得

#+（ ’+ 2 ’+#）
0+ "
0#

+ 1"" 2!"
7 $ # ! （7=）

将（>）式代入方程（7=），求得它的零级、一级和二级

方程分别为

%#： #+（ ’+ 2 ’+#）
0+ "#

0#
+ 2!"

7
# 1""# $ #， （7>）

%"： #+（ ’+ 2 ’+#）
0+ ""

0#
+ 1（" 2 7!"

+
#）"" $ #（,#）

和

%+：#+（’+ 2 ’+#）
0+ "+

0#
+ 1（" 2 7!"

+
#）"+ $ 7!"# "+

" !

（,"）

对于零级方程（7>），应用（"7）式，很容易求得

"# $ %
+（ ’+ 2 ’+#）

" !
!# ’3#，

#+ $ "
（" 1 !+）（ ’+ 2 ’+#( )） ! （,+）
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这就是非线性 !"#$%&’()*(% 方程（+,）的零级准确解 -
将（./）式代入一级方程（.0），得到

*/ !1

*!
/ 2［（1 2 "/）3 4"/ 5%/!］!1 6 0 - （.+）

这正是 # 6 /，"6 1 2 "/ 的 789: 方程（/;），因此

!1 6 $%&
/（!）6 $ <%!*%!， （..）

式中 $ 为任意常数 - 这就是非线性 !"#$%&’()*(% 方

程（+,）的一级准确解 -
将（..）式代入（.1）式，求得二级方程为

*/ !/

*!
/ 2［（1 2 "/）3 4"/ 5%/!］!/

6 = + /#
（ ’/ 3 ’/0! ）

"$/

( 5%! <%/!*%/!- （.>）

将（/0）式代入（.>）式，定得

!/ 6"
1 2 "/

/"(
#

/（ ’/ 3 ’/0! ）
$/ 5%!

? 1 3 /"/

1 2 "/ 5%/[ ]! - （.4）

类似地，我们可以得到其他两类的多级准确解 -
当"6 1 2 ."/ 时，零级准确解为

!0 6 = 3
/（ ’/ 3 ’/0）

! #
"( <%!- （.,）

一级准确解为

!1 6 $%’
/（!）6 $ 5%!*%!- （.@）

二级准确解为

!/ 6 = /"/ 3 1
/"( 3 #

/（ ’/ 3 ’/0! ）
$/ <%!

? 1 3 /"/

/"/ 3 1<%
/[ ]! - （.A）

当"6 . 2 "/ 时，零级准确解为

!0 6 = 3
/（ ’/ 3 ’/0）

! #
( *%!- （>0）

一级准确解为

!1 6 $%)
/（!）6 $ 5%! <%!- （>1）

二级准确解为

!/ 6 = / 3 "/

/". ( 3 #
/（ ’/ 3 ’/0! ）

$/ *%!

? 1 3 /
/ 3 "/ *%/[ ]! - （>/）

关于方程中控制参数对方程和解的性质影响与

讨论 9!*B 方程类似，同样，各级准确解的退化也可

以类似得到，这里就不再给出详细结果 -

. C 结 论

在本文中，我们把 D8<(E$ 椭圆函数和多种 789:
函数应用求解某些非线性演化方程，得到这类非线

性演化方程的多种多级准确解，同时得到了各种形

式的孤立波解 -当然，这里的方法也可以应用到更多

的非线性演化方程或方程组 -这种方法对其他方法

（如齐次平衡法［11—1+］、双曲正切函数展开法［1.］、非线

性变 换 法［1>，14］、试 探 函 数 法［1,，1@］和 5$%#&<(5$%# 方

法［1A］等）求得的非线性演化方程的孤立波解、冲击

波解［11—/@］和椭圆函数解［.—,，/A—+1］的稳定性问题是否

适用还需要作进一步探讨 -

［1］ 7$F G !，HF I J，K8%L I ’ *+ ,- /00+ $’+, ./01 - &2# - !" 1@+,
（$% MN$%#5#）［刘式适、付遵涛、王彰贵等 /00+ 物理学报 !"

1@+,］

［/］ 7$F G !，MN#% O，HF I J *+ ,- /00+ $’+, ./01 - &2# - !" 1@./
（$% MN$%#5#）［刘式适、陈 华、付 遵 涛 等 /00+ 物 理 学 报 !"

1@./］

［+］ K8%L I P，’F( Q R 1A@A &3*’2,- 4!#’+25#1（G$%L8S()#：K()"* G<$&

#%T$U$<）

［.］ 7$F G !，HF I J，7$F G Q *+ ,- /001 $’+, ./01 - &2# - !# /04@（$%

MN$%#5#）［刘式适、付遵涛、刘式达等 /001 物理学报 !# /04@］

［>］ 7$F G !，HF I J，7$F G Q *+ ,- /00/ $’+, ./01 - &2# - !$ 10（$%

MN$%#5#）［刘式适、付遵涛、刘式达等 /00/ 物理学报 !$ 10］

［4］ 7$F G Q，HF I J，7$F G ! *+ ,- /00/ $’+, ./01 - &2# - !$ ,1@（$%

MN$%#5#）［刘式达、付遵涛、刘式适等 /00/ 物理学报 !$ ,1@］

［,］ 7$F G !，HF I J，7$F G Q *+ ,- /00/ $’+, ./01 - &2# - !$ 1A/+（$%

MN$%#5#）［ 刘式适、付遵涛、刘式达等 /00/ 物理学报 !$ 1A/+］

［@］ 7$F G !，HF I J，7$F G Q *+ ,- /000 ./01 - %*++ - V "%& +1A
［A］ 7$F G !，7$F G Q /000 65#-2#*,7 89!,+25#1 2# ./012’1（W#$X$%L：Y#&

Z$%L [%$\#)5$T] Y)#55）（$% MN$%#5#）［刘式适、刘式达 /000 物理学

中的非线性方程（北京：北京大学出版社）］

［10］ ^8]U#N V O 1A,+ .*7+!7:,+25# ;*+/5)1（^#_ ‘()Z：D(N% K$"#] 8%*

G(%5 a%<-）

［11］ K8%L b 7 1AA> ./01 - %*++ - V $&& 14A
［1/］ H8% c ’，IN8%L O d 1AA@ $’+, ./01 - &2# - ’( +>+（$% MN$%#5#）

［范恩贵、张鸿庆 1AA@ 物理学报 ’( +>+］

［1+］ H8% c ’，IN8%L O d /000 $’+, ./01 - &2# - ’& 1.0A（$% MN$%#5#）

［范恩贵、张鸿庆 /000 物理学报 ’& 1.0A］

［1.］ H8% c ’ /000 ./01 - %*++ - V "(( /1/
［1>］ O$)(T8 R 1A,+ < - ;,+/ - ./01 - $’ @10
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［2!］ ?8 F P，I(+ > Q 200! *-’( !"#$ 1 ./0 1 &’ 20"2（89 J*89O)O）［李

志斌、姚若霞 200! 物理学报 &’ 20"2］

［22］ ?$ # <，D*8 G >，H$(9 @ D &’ () 200! *-’( !"#$ 1 ./0 1 &’ 204B
（89 J*89O)O）［吕克璞、石太仁、段文山等 200! 物理学报 &’

204B］

［2C］ F*(9K R E !/// 1"/0 1 !"#$ 1 % C2"
［2B］ ?8 F P，<(9 D M 200! *-’( !"#$ 1 ./0 1 &’ B02（89 J*89O)O）［李志

斌、潘素起 200! 物理学报 &’ B02］

［2S］ F*(9K R E !//3 *-’( !"#$ 1 ./0 1 "# !B!"（ 89 J*89O)O）［张解放

!//3 物理学报 "# !B!"］

［2"］ I(9 F I，F*(9K L M !/// *-’( !"#$ 1 ./0 1 "% !/"2（89 J*89O)O）

［闫振亚、张鸿庆 !/// 物理学报 "% !/"2］

［24］ I(9 F I，F*(9K L M !/// *-’( !"#$ 1 ./0 1 "% !/S4（89 J*89O)O）

［闫振亚、张鸿庆 !/// 物理学报 "% !/S4］

［23］ F*(9K R E，J*O9 E I 200! *-’( !"#$ 1 ./0 1 &’ !"B3（89 J*89O)O）

［张解放、陈芳跃 200! 物理学报 &’ !"B3］

［2/］ <+&$T+, . U !//" !"#$ 1 %&’’ 1 . $$! C/!
［C0］ <+&$T+, . U，UO=(&%O ; A !/// 2 1 ,(’" 1 !"#$ 1 "’ 33B
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