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由于实际系统中噪声不可避免，噪声使得同步混沌吸引子 ! 变成具有一定生存时间 )!* 的准稳态吸引子

!+ ,以加性噪声作用下的二维耦合映射混沌同步系统为例，给定系统实验时间长度 "，解析发现：仅当 )!* * &"
时准稳态同步混沌吸引子的筛形吸引域才可被定性观察到；而当 )!* ) &" 时则不复存在，此时，根据原无噪声时

的筛形吸引域特征的不同，筛形域不仅可以转变成时变筛形结构，还可以转变成分形结构 ,同时利用数值模拟作了

进一步验证 ,该结果对于二维耦合映射混沌同步系统具有普遍意义 ,
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!国家自然科学基金（批准号："#"!&#-!，’##’##$#）资助的课题 ,

" . 引 言

混沌同步在物理学、化学、生物学及电路系统中

有着重要作用［"—/］,筛形域（0122342 567187）具有正勒

贝格测度并包含有非开集［%］，在混沌同步系统中得

到了广泛研究［"#—"(］，值得注意的是，筛形域在物理

实验中也被观察到［""，"&］,
噪声在实际物理系统中是不可避免的，研究噪

声对筛形域的影响很有意义 , 961［"-］等研究了噪声对

混沌吸引子筛形域的影响，指出混沌吸引子的筛形

域在噪声作用下可转变成系统其他稳态吸引子的时

变筛形域（:4;<=063 0122342 567187）,
由于噪声使得混沌吸引子 ! 成为具有一定生

存时间 )!* 的瞬态混沌，而生存时间足够长的瞬

态混沌在实际系统中与混沌吸引子无法区分，文献

［"$］称之为实践意义下的吸引子，记为 !+ , 本文以

加性噪声中的二维耦合映射混沌同步系统为例，给

定系统实验时间长度 "，经解析分析得到了 !+ 的筛

形吸引域可被定性观察的时间限制条件 ,同时发现，

原筛形域在不同条件下可以转变成时变筛形域或分

形域，而不仅仅是文献［"-］指出的时变筛形域的一

种情况 ,

& , 准稳态混沌吸引子的平均生存时间

考虑基础映射为 #$ > " ? %（ #$ ），并加上均值为

零，强度为 &#（# ) &#""）的高斯白噪声""，"& 的耦

合混沌同步系统

’#（#，(）：
#$>" ? %（#$ ）>#（($ @ #$ ）> &#"" $ ，

($>" ? %（($ ）>#（#$ @ ($ ）> &#"& $
{ ,

（"）

令

$ ? ( @ #，

" ?"& @""，

得到

$$>" ?［ %（($ ）@ %（#$ ）］@ &#$$ > &#"$ ,
当 &# * #，无噪声时的同步混沌吸引子 ! 变成瞬态

混沌 !+ ,考虑轨道在 !+ 附近停留较长时间的情况，

得到

$$>" ?［ %+（#$ ）@ &#］$$ > &#"$ ,
参考文献［"!］，令 ) ? 38 A$ A，同时把噪声的影响考

虑进 BCD 方程的反射边界条件中，则得到

)$>" ? )$ > 38 A %+（#$ ）@ &# A ,
关于 ) 的漂移系数%和扩散系数 & 为
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! ! " #$ % !&（"#）’ (" % ) ，

$ ! *
( "（#$ % !&（"#）’ (" %

’ " #$ % !&（"#）’ (" % ) ）( ) + （(）

联想同步混沌吸引子 % 的横截 ,-./0$12 指数的表

达式

#! ! #34
&"5

*
&#

&’*

# ! 6
#$ % !&（"#）’ (" %，

可见!!#! +

#! ) 6 时 % 将失去结构稳定性［7］，故只讨论

#! " 6 即!" 6 时轨道在 %&附近的演化时间 +
假设随机变量 #$ % !&（ "# ）’ ("% ’ " #$ % !&（ "# ）’

("% ) 服从高斯分布，可得到关于 ’ 的 89: 方程，其

中，(（ ’，) % ’6，)6）表示转移概率密度

!(（ ’，) % ’6，6）

!) ! ’!!
(（ ’，) % ’6，6）

!’

; $!
( (（ ’，) % ’6，6）

!’( + （<）

假定耦合系统（*）的稳态吸引子处于 %$ % ! 5
的方向上，定义 %$* % " %$6 % " %$=> % 且 %$* %$ %$=> %，
则 ’* " ’6 " ’ =>，’*$ ’ => +此处，%$6 %表示初始值，%$=> %
表示阈值 +一旦$的演化到达 %$=> %，则轨道将离开

%&而趋向稳态吸引子 +因此得到关于 89: 方程的初

始条件和边界条件：

初始条件

(（ ’，’6，6）!
* ’ ! ’6，

6 ’ % ’6{ +
吸收边界条件

(（ ’ =>，’6，)）! 6+
反射边界条件

*（ ’*，)）! ’!( ; $ ?(
? ’ ! 6+

由物理意义得到

’* ! #$ $6 （@）

由 89: 方程理论［*A］，得到轨道在 %& 附近的平

均演化时间为

"% ) ! *
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由!" 6，%$* %$ %$=> %，%$6 % " %$=> %，"%) 可近似地

表示为

"% )’’ *
!
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$=>

!
$
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+ （C）

可见，"%) 是 %$6 %的减函数，故

"% ) 4.D !
$6

$=>

!
$
#$ $=>

$6

’ *
!
+

< +准稳态同步混沌吸引子的筛形域在

噪声影响下的可观察性

若 %&的生存时间 "%) 4.D 足够长，称为实践意

义下的吸引子［*@］+假定实际应用中对系统要求的演

化时间长度为 -（- 为大正数），对 %& 而言将有两种

可能："% ) 4.D ) - 时被认为是实践意义下的吸引

子；而 "%) 4.D " - 时则没有价值 +
当 "% ) 4.D ) - 时，考虑从 %& 的邻域 .E（ %&）

（$6 " /$ %$=> %）出发的轨道 0（$6 ）（$6 " %$6 % "
/），0 在 %&附近的演化时间记为 "%)$6

+如果对于

任意的$6( .E（%&）都有 "%)$6
) -，则 %& 的筛形

吸引域与原无噪声时的同步混沌吸引子% 的筛形吸

引域定性性质相同 +而如果在 .E（%&）中找到一个正

测度子集& !｛$6( .E（%&），"%)$6
" -｝，则 %& 的

筛形吸引域不复存在 +
由 "%) 4.D ) - 得到

’ *
!
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!
$

) - #$’* $=>

$6
+

此时，假设任意的 "%)$6
都大于 -，然后寻找使得

该假设成立的条件 +
因为

"% )$6
! ’ *
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$6
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#$’* $=>
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，

既然假设 "%)$6
) -，应有

- " "% ) 4.D ; - #$
$6

$6
#$’* $=>

${
6

，

因此得到

%$6 % " $6
$=>

$6

"%) 4.D
- ’*

+

根据 $6 " %$6 % " /，/$ %$=> %的前提，如果

$6
$=>

$6

"%) 4.D
- ’*

) %$=> %，

即 "%) 4.D ) (-，从 .E（%&）中任一点出发的轨道在
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!!附近的演化时间都大于 "，表明筛形吸引域的局

域性质在 #"（!!）中得到保留 #而如果

$$
!%&

$$

’"( )*+
" ,-

’ % ’ .!%& .，

即 " ’ ’"( )*+ ’ /"，则可找到一个正测度子集#，

从该子集出发的轨道在 !! 附近的演化时间小于 " #
这意味着筛形吸引域的局域性质将丧失，!! 的筛形

吸引域不再存在 #

图 - 根据原无噪声时稠开集与吸引子 & 和 ’ 的关系将有两种情况出现，噪声对这两种情况的影响并不相同：位于同步

不变子空间上侧的稠开集属于 & 的吸引域而位于同步不变子空间下侧的稠开集属于’ 的吸引域（*），稠开集是 & 和’ 的

分形吸引域（0）；在噪声影响下原无噪声时的筛形域所在区域成为 & 和 ’ 的时变筛形域（1）或 & 和 ’ 的吸引域的分形边

界（2） 灰色圆圈和空心圆圈分别表示吸引子 & 和 ’，灰色箭头表示在该集合中存在被吸引到 & 的点，空心箭头表示在

集合中存在被吸引到 ’ 的点

3 #逃离 !! 的轨道被系统稳态吸引子俘

获的概率

既然当 ’"( )*+ ’ /" 时 !! 的筛形吸引域不再

存在，如果该系统具有多个稳态吸引子，离开 !! 的

轨道将以怎样的方式被这多个稳态吸引子俘获呢？

不妨假设耦合系统（-）在同步不变子空间 ( 4 )
两侧各存在一个稳态吸引子（上侧的吸引子记为 &，

下侧的吸引子则记为 ’）# 对于从!$ 出发的逃逸轨

道 * 而言，+-，+ %&都将是吸收壁 #根据文献［-5］得到

* 从端口 +- 离开的概率为（* 在（ +-，+ %&）中演化时

间最长为 "）

,+-
（+$，-）4!

"{
-

,$.+- 6 $ 2.
2+ +

}
-

2-! 4 $!
"

-

2.
2+ +-

2-! #

当时 -"" 时，

,$$
（!$，"）4

!
+%&

+$
7
$
$（/, +-）2/

!
+%&

+-
7
$
$（/, +-）2/

4 7
$
$（ +-0 , +-） , 7

$
$（ +$ , +-）

7
$
$（ +%& , +-） , -

4 - ,
- , .!$ .

$
$ .!- . ,

$
$

- , .!%& .
$
$ .!- . ,

$
$
# （8）

从 + %&离开的概率则为

, .!%& .
（!$，"）4

- , .!$ .
$
$ .!- . ,

$
$

- , .!%& .
$
$ .!- . ,

$
$
#

因此，逃离 !! 的轨道将以一定的概率被系统的

稳态吸引子俘获 #
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图 ! 耦合逻辑映射混沌同步系统中的筛形域（"）和耦合斜帐篷映射混沌同步系统的筛形域（#）以及在加性噪声作用

下筛形域在取不同的计算步数 ! 时的改变（$）—（%） 黑色点表示被吸引到同步混沌吸引子的点，灰色点表示被吸引

到（ & ’，( ’）的点，白色点表示被吸引到（ ( ’，& ’）的点

) *原无噪声时的筛形域在 +! , -". +
!! 时的改变

如果有一个正测度的闭类康托集（/"012345678
$5298: 981），从该集合出发的轨道都被吸引到位于同

步不变子空间中的混沌吸引子 "，则该集合是 " 的

筛形吸引域，而且闭类康托集的余集是正测度的稠

开集（2;80 :8098 981）［<=］* 根据原无噪声时稠开集与

吸引子 # 和 $ 的关系，将有两种情况（图 <）：（<）位

于同步不变子空间上侧的稠开集属于 # 的吸引域，

而位于同步不变子空间下侧的稠开集属于 $ 的吸

引域 *（!）稠开集是 # 和 $ 的分形吸引域，在稠开集

的任一点的邻域中，既能找到被吸引到 # 的点，又

可以找到被吸引到 $ 的点 * 给系统加上噪声，对于

第一种情况，>"6［<=］等已有详细论述，认为噪声将使

!??! 物 理 学 报 )! 卷



得闭类康托集成为 ! 和 " 的时变筛形域，我们将在

下面讨论第二种情况 !
对于第二种情况，当同步混沌吸引子 # 消失的

时候，从位于不变子空间上侧的闭类康托集出发的

轨道不仅会趋向于 !，由于噪声的作用，还有可能越

过同步不变子空间而趋向于 " !而从位于不变子空

间下侧的闭类康托集出发的轨道不仅会趋向于 "，

同样也有可能趋向于 ! !上面关于逃逸轨道被 ! 和

" 俘获概率的推导也说明了这一点 !此时，把闭类康

托集和它的余集分开考虑将变得没有意义 !考虑闭

类康托集和它的余集的并集，在这个并集中的任一

点的邻域中，既可以找到被吸引到 ! 的点，也可以

找到被吸引到 " 的点，这样，在原无噪声时的筛形

域所在区域中出现了系统稳态吸引子 ! 和 " 的吸

引域的分形边界 !
显然，在时变筛形域中不存在开集（图 "（#））而

在分形边界中则处处存在开集（图 "（$））!

% !数值验证

考虑基础映射是逻辑映射 $% & " ’ &$%（" ( $)% ）的

耦合混沌同步系统，取 & ’ *+%,-.,*，!’ ( /+-，文

献［"0］证明该系统的同步混沌吸引子的吸引域是筛

形域 !取 ’/ ’ "+/ 1 "/( .，2"34 2 ’ " 得到#’ ’ ( /+5,，

6$7 89:!*)// !基础映射是斜帐篷映射

$%&" ’
$% ;& /" $% " &，

（" ( $%）;（" ( &） & 6 $% " "{ ，

（其中 / 6 & 6 "）的耦合混沌同步系统，取 & ’ /+*，!
’ ( /+-,，此时，该系统的同步混沌吸引子的吸引域

是筛形域［"*，".］!取 ’/ ’ "+/ 1 "/( 5，2"34 2 ’ " 时得到

#
’ ’ ( /+5，6$7 89:!""// !通过图形看到，无噪声

时的耦合逻辑映射混沌同步吸引子的筛形域属于第

二种情况，而无噪声时的耦合斜帐篷映射混沌同步

吸引子的筛形域属于第一种情况 !当计算步数 ( 较

小时（满足 6$7 89: 7 )(），筛形域得到定性保留，而

在 ( 较大（( ’ "////）时，筛形域消失，取而代之的

是系统稳态吸引子（ ( <，& <）和（ & <，( <）的分

形边界（图 )（=））和时变筛形域（图 )（>））!虽然图 )
（=）和图 )（>）看起来很相似，但从第 . 节的分析得

知，在图 )（=）中处处存在着开集而在图 )（>）中则不

存在开集，故二者并不相同 !

, !结 论

由于噪声在实际物理系统中不可避免，我们的

结果指出了在实际系统中观察筛形域必需满足的时

间限制条件，对于实验研究具有重要价值 !筛形域在

噪声影响下不仅可以转化成时变筛形域，还可以转

化成分形域 !虽然二者看起来很相似，但理论分析表

明它们并不相同 !该结果对于筛形域理论的进一步

研究很有意义 !
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