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根据流形理论，利用混沌时间序列中某点邻域内最近几点的 !次迭代像，提出了一种多步自适应预测算法 (仿
真说明，这种算法使得预测速度成倍提高，而预测稳定后得到的误差均方根序列呈指数增长趋势，这个指数就是该

混沌时间序列的 )*+,-./0指数 (
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! 3 引 言

混沌时间序列是一门新兴的学科，对其进行预

报和预测已经受到广泛关注，是一个比较热门的课

题 (由于混沌时间序列是由非线性规律所确定，传统
的线性预测方法对其无能为力，于是人们开始研究

非线性预测方法 (
处理混沌时间序列的基本工具是利用延迟向量

重构相空间［!］，在此基础上进行非线性预测［"—!4］(其
中有些方法是采用邻域点进行预测，主要有 567算
法［!!，!"］和加权的 567算法［!’］，采用线性拟合和多项
式拟合的算法［!"］，然而这些算法不是自适应的 (还
有些方法不是利用邻域点，而是利用重构矢量中的

原来时间序列的点进行预测，但不是多步预

测［!%—!4］(本文根据流形理论提出了一种不同的算
法，利用邻域点进行多步非线性自适应预测，而且嵌

入维数可以取不小于吸引子维数的整数 (这种算法
对邻域点内几个最近点进行非线性拟合，这种非线

性在局部流形上已经不是原来的全局非线性确定机

制，仿真证明这种局部非线性拟合在自适应基础上

具有鲁棒性（8/9-:;.<::），再利用邻域点内几个最近
点 ! 次迭代的像进行 ! 步预测 (
在信号处理中，只要涉及到实时处理，则减少预

测时间的重要性并不亚于预测精度的重要性 (比如

电子对抗领域，要实现通过预测跳频码以便引导干

扰的意图，必须保证一步预测和干扰信号到达被干

扰信号的时间不能超过邻近两个脉冲的时间间隔与

需要被干扰的脉冲持续时间之和，否则就达不到预

测干扰的目的 (只要干扰机与干扰目标距离固定，则
无法减少干扰信号到达被干扰信号的时间，这就要

求减少预测时间，也就是必须满足预测的实时性 (减
少预测时间的方法很多，提高一步预测算法本身的

速度是一条途径，采用多步预测也是一种重要的方

法 (如果采用本文提出的算法进行一步预测干扰需
要时间 "，则采用 ! 步预测干扰需要时间为" =!，速
度可以相应提高 ! 倍 (如果一步预测达不到实时性
要求，多步预测是否满足要求至关重要，工程中是会

遇到这种情况的，因此多步预测算法的研究具有重

要的应用价值 (

" 3 预测模型和算法原理

$%&% 预测模型

假设实际观测到的 # 点混沌时间序列为｛$!，

$"，⋯，$#｝，其实际动力学方程是差分方程

$%>! ? &（’%）， （!）
其中 ’% 表示重构延迟向量（ $%，$% @!，⋯，$% @ (!）

A，A
表示转置，( 为嵌入维数 (
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预测的方法是找到一个以任意精度逼近非线性

! 的模型 "，即
#$!" # "（%$）$ （%）

由于非线性 ! 的多样性，使得对某个混沌时间序列
预测有效的模型 " 无法应用于具有不同性质的 !，
因此在全局意义上的模型逼近没有多少应用空间 $
是否不同的 ! 就没有共性呢？其实不然 $局部微分
流形理论告诉我们，具有不同非线性的 ! 可在一定
条件下拥有共同的模型 $
本文预测模型的基础是将混沌时间序列重构的

真实吸引子当作一个流形，而流形局部同胚（&’(’)
(’*+&,-(）于欧氏空间 $在一定程度上这个“局部”可
以理解为邻域，在某点的邻域内，不同的非线性 ! 可
以拥有某些共性和特性，共性采用某个预测模型 &
来拟合，特性采用自适应以及不同的非线性函数来

控制 $当然，这个预测模型 & 与原来的非线性 ! 已经
大相径庭 $多步预测的目的是利用这个 & 来估计 ’
点混沌时间序列的将来第 ’ ! (（(!%）点 $因此预
测模型调整为

#$! ( # &（%"$ ）， （.）
式中 %"$ 表示第 $ 点邻域内的最近几个点的 ( 次迭
代后的像 $吸引子上某点“放大”的局部流形结构如
图 "所示 $在第 $ 点的局部流形上，第 $ 点的 ( 次
迭代后的像完全可以通过其邻域内的最近几个点的

( 次迭代后的像来近似表示，因为这些邻近点与第
$ 点有某些相关性 &，在经过短期时间演化（有限
步）后不会有显著变化，这正是能够进行多步预测的

本质所在 $不同非线性 ! 的局部流形的大致“趋势”
具有某种程度上的共性，细微差别就是“特性”$以上
就是本文提出的预测思想 $

图 " 吸引子上第 $ 点的局部流形

!"!" 算法原理

采用如上方法进行预测，需要知道第 $ 点邻域
内最近几个点 $寻找这些点的方法如下：重构相空

间，即

%) #［#（ )），#（ ) /!!*），⋯，0）］1，

) # "，%，⋯，+ / " （2）
和

%) #［#（ )），#（ ) /!!*），⋯，#（ ) /（+ / "）!!*）］1，

) # +，+ ! "，⋯，’ $ （3）
则 ’ 点序列重构后的轨迹为
% #［%"，%%⋯，%$］

#

#（"） #（%） ⋯ #（$）
0 #（% /!!*） ⋯ #（$ /!!*）
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 ⋯ #（$ /（+ / "）!!*











）

，

（4）
式中!为时间延迟参数，+ 为嵌入维数 $
计算第 $ 点与前面的 $ / "个重构矢量为 %)（ )

# "，%，⋯，$ / "）的距离，
,（ )）# #%（ )）/ %（$）#$，

$ # "，%，⋯，5， （6）
其中$ # "，%，⋯，5分别表示求 "范数，%范数，⋯，
5范数，本文取 %范数 $找出最近 + 个点 ( 次迭代
后的像 #")-（ - # "，⋯，+），组成向量

%"$ #（#")"，#
"
)%
，⋯，#")+）

1 $ （7）

另外，预测模型 & 可以假设为

#.（$ ! (）#%
+

- # "
"-+，"（$）#")-（ -）

!%
+

/ # "
"— /+，%（$）0（#")/（/）），（8）

式中""-（ $）为重排元素 #")- 的权系数，主要通过自

适应来调节 $（8）式等号右边第一项为线性部分，第
二项为非线性部分 $本文取非线性函数 0 为

0（#）# " / 9/ #

" ! 9/ # $ （"0）

根据最陡下降原理，可得递推公式为

1（$）# #（$ ! (）/%
+

- # "
")+，"（$ / "）#")-（ )）

/%
+

/ # "
"/+，%（$ / "）0（#")/（/）），

"/+，"（$）#"/+，"（$ / "）! %#1（$ / "）#")（/），

"/+，%（$）#"/+，%（$ / "）! %#1（$ / "）0（#")（/）），

/ # "，%，⋯，+， （""）
式中#为控制算法收敛的系数 $
于是，整个基于邻域邻近点的多步自适应预测
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步骤如下：

（!）取定某个控制算法收敛的系数为 ! "!!
#，令初始误差为 #，令初始权系数全部为 ! $
（"）根据（%）式重构 ! 点序列轨迹 $
（#）根据（&），（’）式计算第 " 点邻域内 # 个最
近点 $ 次迭代像组成的向量 $
（$）根据（(）—（##）式自适应预测第 " ) $ 点

（$"*）的值 $
需要说明的是，根据（##）式进行预测时，一旦 "

) $"! ) #，由于没有观测数据来计算误差，此时
假定预测已经收敛，则迭代误差一律取为 %（ "）+
%（!）$

!"#" 嵌入维数 # 和邻近点数目的选取

对于全局预测，需要对整个相空间上的吸引子

进行嵌入 $文献［#(］根据 ,-./01定理证明了嵌入维
数 #"*& ) #（& 为吸引子维数）时，存在一个光滑
函数 ’ 满足

(")# + ’（("2"%)，⋯，("2（#2#）"%)）$ （#*）
实际上，因为进行局部预测时，可以不需要全局嵌

入，只需要局部逼近原始系统的动力学模型，而且嵌

入维数 # 超过吸引子维数后，会引进不必要的信
息，同时增加了计算量 $因此，局部预测时，嵌入维数
# 可以小于 *& ) #$究竟嵌入维数 # 可以取到怎样
的值？直观上，只需要取不小于吸引子维数 & 的最
小整数即可 $因为嵌入维数 # 小于吸引子维数 &，
就无法局部反映吸引子的全部信息，会导致预测的

失败 $因此局部流形嵌入维数 # 的最小下界是不小
于吸引子维数 & 的最小整数 $下面给出一个文献
［#(］中定理推广后的命题，并进行证明 $
命题 $ 令#是定义在 *+ 上的开子集 , 上的

一个流，& 表示 , 上紧致流形 - 的分维数，该流形
上的自相交点集的勒贝格测度为 ! $令 # 3 & 而且
是整数，则存在一个定义在 *# 上的延迟重构流形

上的光滑函数 ’，几乎处处使得
(") $ + ’（.#" ）， （#4）

式中 .#" 满足（’）式 $
证 根据 5-6/7嵌入定理［*!］，观测时间序列可

以利用延迟坐标向量（ ("，(" 2"，⋯，(" 2 /"）表示相空

间中的点（/ 3 *&，为整数），其点集 - 是一个紧致
流形，且延迟坐标映射是一个嵌入 $令 # 为不小于
流形 - 维数& 的整数 $为了方便，不妨假设 / 3 # $

当 # 3 *& 时［*!］，# 维延迟坐标映射是整个吸
引子的全局嵌入 $
当 #$*& 时，& 表示 , 上紧致流形 - 的分维

数，说明描述该紧致流形 - 的动力系统只需要# 个
微分方程即可，所以 / 维相空间可以投影到 # 维
相空间，这 # 维相空间可以完整地反映局部紧致流
形 - $令投影映射 $#：*/%*# 由下式定义：

$#（("，("2"，⋯，."2（/2#）"）

+（("，("2"，⋯，("2（#2#）"）$ （#8）
上述投影的结果会出现自相交点，又由于紧致

流形 - 上的自相交点集的勒贝格测度为零，因此在
# 维相空间中，# 维延迟坐标映射可以保证在紧致
流形- 那些除去自相交点集以外的区域上几乎处处
是一个嵌入，# 维相空间中的点可用 # 维延迟坐标
（("，(" 2"，⋯，(" 2 #"）表示而几乎不失去吸引子的

信息 $
在 # 维相空间中，假设向量 ." 和 .#"0（ 0 + #，*，

⋯，1）分别表示相空间中第 " 点及其 1 个最邻近
点，则它们在 ." 点附近的局部流形上存在某种关

系［#*］，记为

." +$（.#"#，⋯，.
#
"1
）+ %（(#"#，⋯，(

#
"1
）$（#9）

如果投影映射 $：*#%*# 由下式定义：

2（("，("2"%)，⋯，("2（"2#）"）+ (" $ （#%）
则对（#9）式取上述投影，得到

(" + 2（."）+ 2&%（(#"#，⋯，(
#
"1
）$ （#&）

又假设 3 为取后序 $ 次像的映射，即
3（("）+ (") $ $ （#’）

对于满足命题 #条件的时间序列而言，上述映射显
然几乎处处可逆 $于是有

(") $ + 3（("）+ 3&2&%（(#"#，⋯，(
#
"1
）

+ 3&2&%（3 2#（("# ) $），⋯，3
2#（("1 ) $））

+’ ’（(#(# ) $，⋯，(
#
"1 ) $
）$ （#(）

于是，命题 #得证 $
上述命题中的“勒贝格测度为 !”可以理解为

“可以忽略不计”，“几乎处处”可以理解为“除去忽

略不计的点以外剩余的绝大部分”$上述概念在任何
一本泛函书籍里面均可以找到 $对于预测的问题，只
要“几乎处处”成立，在工程应用上是允许的 $同时，
上述命题说明，在某点的局部流形上，嵌入维数 #
只需大于吸引子维数 & 即可，并且延迟坐标映射几
乎处处是一个嵌入 $对于邻近点的数目 1，还没有明
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确的准则说明应该取多少 !显然，邻近点越多，运算
量越大 !为了减少运算量，邻近点的数目 ! 甚至可
以不超过嵌入维数"［"#，""］!在本文的仿真中，嵌入维
数 " 等于不小于吸引子维数# 的最小整数，邻近点
数目 ! 等于嵌入维数" !

$ % 预测算法的仿真

!"#" 算法仿真

为了验证本文提出的预测算法的可行性，作者

采用了两个混沌映射进行分析 !
&’()(混沌映射

$%*# + # * &% , #%-$"
%，

&%*# + .%$$%； （".）

/)012314混沌映射
$%*# + -$%（# , $%）! （"#）

在下面的分析中，对两个混沌映射均取 $ 分量
来进行预测，并且利用公式

$（%）+［$% , 51(
%
（$%）］6［578

%
（$%）, 51(

%
（$%）］

（""）
将其归一化到［.，#］区间 !记数据样本点为 "...，训
练样本点为 #9..，预测集为最后 ".. 点，将真实值
$（%）介于预测值区间［ $:（ %）, ;< $:（ %），$:（ %）

* ;< $:（%）］的预测值 $:（%）当作有效预测 !
图 "反映了对 &’()(混沌映射进行 "步预测的

结果，取 $# + .%"#$9，&# + .%$，嵌入维数 " + $，! +
. % ..# !图"（ 7）表示&’()(混沌映射的真实曲线

（实线）与预测曲线（虚线）的关系，图 "（=）表示
&’()(混沌映射的误差平方随时间变化的关系 !从
图 "可以看出，在大约 #-..步以后，自适应预测就
已经基本上收敛，比较接近真实结果 !其余 "步到 >
步预测的结果见表 #，其中对 /)012314混沌映射进行
多步预测时，取 $# + .%..#，嵌入维数 " + "，! +
.%..# !

图 " &’()(混沌映射的 "步预测 （7）真实曲线与预测

曲线，（=）’"（%）?% 关系

表 # &’()(混沌映射和 /)012314混沌映射的多步预测统计数据

预测步长
嵌入维数 " 控制系数! 有效预测率 均方根"

&’()( /)012314 &’()( /)012314 &’()( /)012314 &’()( /)012314

"步预测 $ " .%..# .%..> 99%;< 99%;< .%.#"- .%..@#

$步预测 $ " .%..# .%..> 9$< @>< .%.".A .%.#$-

-步预测 $ " .%..# .%..> @-%;< ;A< .%.$@. .%.">-

;步预测 $ " .%..# .%..> >.< ;.%;< .%.;>@ .%.;$"

>步预测 $ " .%..# .%..> -A< ">%;< .%.9;$ .%.A;$

表 #中 &’()(混沌映射和 /)012314混沌映射的有
效预测率都是随着预测步长的增加而减小，其误差

均方根（标准差）却随着预测步长的增加而增加，这

是混沌映射具有短期可预测性和长期不可预测性的

必然结果 !

!"$" 误差均方根与 %&’()*+,指数的关系

误差均方根"是一个混沌时间序列采用某种
算法得到的一个统计意义上的不变量，而 BC7:D()E
指数#也是该混沌时间序列的不变量 !在采用某种

9AA" 物 理 学 报 ;"卷



算法能够实现预测的条件下，那么误差均方根!与
!"#$%&’(指数"应该存在某种关系 )由于混沌时间
序列具有正的 !"#$%&’(指数"，它意味着随着时间
的演化会导致信息的丢失，因此预测误差均方根!
呈指数"增长 )假设某个混沌时间序列采用某种算
法进行 !（ !!*）步预测得到的误差均方根序列
｛!*，!+，⋯｝满足

!& ,!* -"" ) （+.）
上式两边取自然对数，经过变形得到

/&!# , /&!* 0"" ) （+1）
这是一条以"为斜率的直线 )
为了验证这种猜想，下面用表 *中两个混沌映

射的最后两列数据进行分析，其中最后一列为 /’2345
637混沌映射的误差均方根序列，最后第二列为
89&’&混沌映射的误差均方根序列 )补充两个映射
的一步预测均方根（89&’&混沌映射的!* , :;::<=，

/’234637混沌映射的!* , :;::1.）后，描出其对数坐标
图，如图 .所示 )图 .中实线表示 89&’&混沌映射的
误差均方根对数曲线，虚线表示 /’234637混沌映射的
误差均方根对数曲线 )后者显然是一条直线，平均斜
率为 :;=*<>，与真实 !"#$%&’(指数", /& + , :;=<.*
比较接近；前者近似于一条直线，当作直线处理得到

平均斜率为 :;1.=<，与真实 !"#$%&’( 指数" ,
:;1.［*=］也比较接近 )
上述分析虽然没有严格的证明，但是确实从数

值上验证了混沌时间序列的误差均方根随着时间的

增加呈现指数增长趋势，这个指数就是该混沌时间

序列的 !"#$%&’(指数 )本文的目的不是探讨如何求

!"#$%&’(指数 )如果知道某个混沌时间序列的 !"#5
$%&’(指数"，采用某种算法得到的一步预测误差均
方根!*，以及允许的误差均方根!#，那么我们可以

通过如下的不等式求最大的预测步长 !：
/&!# ! /&!* 0"! ) （+?）

从而为多步预测提供一种参考 )

图 . 89&’&和 /’234637混沌映射的误差均方根与 !"#$%&’(
指数的关系曲线

!"!" 多步预测的性能比较

假设一个混沌时间序列有 $ 点，那么一步预测
可以预测到将来的第 $ 0 *点，显然 ! 步预测可以
预测到将来的第 $ 0 !（!!+）点 )表 +准确地记录
了采用本文提出的算法对 89&’&混沌映射进行 *步
到 =步预测的结果，其中的值都经过归一化 )假设预
测时只有 $ , +:::，没有 +::: 点以后的数据，其中
的真实值是为了便于比较而列出，并没有参与预测

过程 )

表 + 对 89&’&混沌映射进行 *步到 =步预测的统计数据

将来点 +::* +::+ +::. +::1 +::? +::=

真实值 :;<+:.* :;+*@=< :;>.:>+ :;=+*.@ :;<**:1 :;..:><

*步预测值 :;<*==1 " " " " "

+步预测值 :;<+=> :;*<=@* " " " "

.步预测值 :;@>@=+ :;*=<>. :;=@+:@ " " "

1步预测值 :;@*@+* :;+@@1* :;=++* :;=>*1? " "

?步预测值 :;@*==+ :;11+.= :;>1+?= :;>+.:. :;@+?:. "

=步预测值 :;@**>? :;11*>* :;<1=<* :;.:>?* :;>.:*+ :;?.::>

注："表示无法预测的值 )

表 +说明，在一定的精度范围内，如果采用同样
的方法进行 *步预测和 ! 步预测，则可以将预测速
度提高到 *步预测的 ! 倍，这是因为进行 *步预测
和 ! 步预测需要的时间相同，但是 *步预测只能估

计将来一个时刻的值，而 ! 步预测可以预先估计到
将来 ! 个时刻的值，因此将预测速度相应提高了，
这为信号处理的实时预测提供了一种策略上的参

考 )另外，除了 =步预测的偏差较大外，其余的情况
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是能够容忍的 !总之，多步预测在精度上相对于较小
步长的预测有所降低，这是多步预测的不足之处 !在
能够容忍的预测精度范围内，由于可以预先估计将

来几个时刻的值，预测速度相对提高，这是多步预测

获得的好处 !

" # 结 论

本文根据流形理论中的局部动力学原理，利用

混沌时间序列中某点邻域内最近几个点的 ! 次迭
代像，实现该序列的多步预测 !仿真结果说明，这种

算法是可行的，在预测精度容许的情况下，可以预测

到将来的多个值，使得预测速度线性提高了若干倍，

这个倍数等于预测步长 !而且，本文中的两个例子从
数值上说明，多步预测稳定后得到的误差均方根呈

指数增长趋势，这个指数就是该混沌时间序列的

$%&’()*+指数 !
以上的理论分析和仿真结果说明，对混沌时间

序列进行局部预测时，嵌入维数 " 只需大于吸引子
维数# 即可 !对于邻近点的数目 $ 可以不超过嵌入
维数" !

［,］ -&./&01 2 3，40(5.6789:1 ; -，<&0=90 ; > %& ’( ,?@A !)*+ ! ,%- !

.%&& ! !" B,C
［C］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAAA /0&’ !)*+ ! 123 ! !# "AH（8) 468)9I9）

［张家树、肖先赐 CAAA 物理学报 !# "AH］

［H］ J(&) ;，G8&* G 4 ,??@ /0&’ !)*+ ! 123 ! !$ @?B（8) 468)9I9）［袁

坚、肖先赐 ,??@ 物理学报 !$ @?B］

［"］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAAA 4)23 ! !)*+ ! # "A@
［K］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAAA 4)23 ! !)*+ ! .%&& ! %$ @@
［L］ M(* F N，G8&* G 4 CAAA !560 ! 7888 9747/’CAAA & ,AK,
［B］ <0&)/ O P ,??" !560 ! 7888 74/11! ’ K,B
［@］ 3&%/8) F，$8 $ ,??K 7888 :5’3+ ! 12;3’( !560 ! !’ KCL
［?］ F.60*90 4 M，F&(90 Q，R55 S %& ’( ,??@ !)*+ ! ,%- ! .%&& ! () ,",A
［,A］ F81*0*T8.6 ; ; ,??C !560 ! 7888 74/11! ! ,C,
［,,］ F(E86&0& M，U&% V U ,??A <’&=5% ’!! BH"
［,C］ W&)5X 3，F.6098Y90 Q ,??B <63(23%’5 :2"% 1%52%+ /3’(*+2+（4&=Z

Y081E9：4&=Y081E9 [)8+90I85% -09II）

［,H］ W&+856& \，2&0&%&)& >(55 >，-0&16&) 2 ,??K !560 ! ,4 78888>?1

@ ," &) ?>817 ’ H?
［,"］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAAA /0&’ !)*+ ! 123 ! !# ,CC,（8) 468)9I9）

［张家树、肖先赐 CAAA 物理学报 !# ,CC,］

［,K］ J(&) ;，G8&* G 4 CAAA /0&’ !)*+ ! 123 ! !# L",（8) 468)9I9）［袁

坚、肖先赐 CAAA 物理学报 !# L",］

［,L］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAA, 4)23 ! !)*+ ! %) ?B
［,B］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAA, 4)23 ! !)*+ ! %) H?A
［,@］ D6&)E ; F，G8&* G 4 CAA, /0&’ !)*+ ! 123 ! ") ,C"@（8) 468)9I9）

［张家树、肖先赐 CAA, 物理学报 ") ,C"@］

［,?］ $9()E 3，$* Q Q，O&)E F 4 CAA, 7888 :5’3+ ! <%=5’( <%&A65B+

%& ,,LH
［CA］ F&(90 Q，J*0/9 ; P，4&I1&E:8 U ,??, C ! 1&’& ! !)*+ ! *" KB?
［C,］ M&) ; 4，G8&* G 4 CAAH /0&’ !)*+ ! 123 ! "& K@（8) 468)9I9）［甘

建超、肖先赐 CAAH 物理学报 "& K@］

［CC］ M&) ; 4，G8&* G 4 CAAH /0&’ !)*+ ! 123 ! "& ,C"@（8) 468)9I9）
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