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介绍了光在双轴晶体表面反射、折射问题的求解方法 )用该方法可以方便精确地计算晶体任意取向下光从任

意方向入射时折射光的折射率、偏振态、波矢方向、能流方向 ) 推导了反射光、折射光的振幅和能量的计算公式 ) 并

以 *+, 晶体为例，给出了数值计算的结果 )
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" 0 引 言

虽然光的电磁理论原则上可以解决光在晶体表

面的反射、折射问题，但由于晶体的各向异性使解的

方法十分复杂 ) 长期以来，对单轴晶体的讨论较多，

并已有许多作者用不同的方法得到了相关问题的解

析解［ "，% ］，而对双轴晶体的讨论却较少 ) 近年来双

轴晶体（如 *+,，/12，*342!，/5,，3,, 及 ,26 等）

在非线性光学领域得到广泛应用，围绕双轴问题的

研究迅速增多［!—7］，但讨论主要限于双轴晶体的非

线性系数、相位匹配方向、允许角、走离角等直接与

非线性过程相关的问题，并假定入射光为正入射或

在主轴坐标面内入射（一般认为有效非线性光学系

数在主轴坐标面内取极值，实际应用中只需讨论光

波在主轴坐标面内传播）) 实际上，严格分析入射光

发散角对倍频过程的影响、连续调谐激光的倍频过

程、非共线相位匹配等问题都会涉及光波斜入射的

情况 ) 另外，光在双轴晶体表面反射折射时振幅与

能量在各光波中的分配关系也十分重要，例如在非

线性三波互作用中会影响能量转换效率 ) 所以，深

入研究光在双轴晶体表面的反射、折射问题在理论

和实践上都具有重要意义 ) 由于双轴晶体的问题一

般不能给出简单的解析解，而实际应用中关心的是

如何获得与实验相比较的数据，所以我们在解的表

述中不再注重解的形式是否简单，而更关心编程计

算的需要，避免一些特殊情况如折射光接近坐标轴、

坐标面、光轴等方向传播给编程造成困难 ) 单轴晶

体或各向同性介质也可以看作双轴晶体的特例，不

必另写程序，使程序调试更加简单 )

% 0 晶体中光的传播方向与偏振方向的

计算

$%&% 坐标变换关系

与单轴晶体只需用一个光轴方向（两个参数）即

可表示晶体的取向不同，双轴晶体须用主轴坐标系

的取向（需三个参数）来表征晶体的空间取向 ) 在处

图 " 两坐标系之间的关系
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理双轴晶体问题时，利用物理量在不同坐标系之间

的变换关系，可使表述和编程更为简单 ! 习惯上用

!""#$ 代表晶体的主轴坐标系，相应的主折射率记作

%" ，%# ，%$ ! 用 !"!"#表示另一坐标系 !两坐标系的关

系如图 # 所示 !$为 $ 轴与#轴夹角，#轴在 !"# 坐

标面的投影线 !&# 与 " 轴的夹角为%，$ 轴在 !!"坐

标面的投影线 !&$ 与!轴的夹角为&! $ 轴，#轴，

!&#，!&$ 是共面的，!& 是 !!"与 !"# 两坐标面的交

线 ! 不难导出任一矢量 ! 在两坐标系的变换关系
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其中 ’ 为变换矩阵

’ %
’ )*+&)*+’ ’ ,-)&,-)’,-)$ ,-)&)*+’ ’ )*+&,-)’,-)$ )*+$,-)’
)*+&,-)’ ’ ,-)&)*+’,-)$ ’ ,-)&,-)’ ’ )*+&)*+’,-)$ )*+$)*+’

,-)&)*+$ )*+&)*+$ ,-)









$
! （$）

而 ’ 的逆矩阵即为它的转置矩阵，即 ’ ’# % ’. !

!"!" 偏振方向与折射率

为了讨论方便，令

(" % #
%$

"
， (# % #

%$
#
， ($ % #

%$
$
， （/）

则折射率椭球方程为

(""$ 0 (##$ 0 ($$$ % # ! （1）

利用折射率椭球，可以决定光波波矢为 " 时的

偏振方向与折射率 ! 即过原点作波矢 " 的垂面，此

平面与椭球面相交于一椭圆，椭圆长、短轴就是两个

允许存在的光波电位移 # 的方向，而半轴长度即为

相应的折射率 ! 我们将#轴取作 " 的方向，于是$，

’就是波矢在主轴系的倾角与方位角，改记为$) ，

’) ! 同时将变换矩阵元 ’*+ 改记为 ,*+（ *，+ % #，$，/），

以区分下面的表面坐标系的变换矩阵 ! 将（#）式代

入（1）式，并令#% 2，得 !"!"#坐标系中的椭圆方程

(" ,##! 0 ,#$( )"
$ 0 (# ,$#! 0 ,$$( )"

$

0 ($ ,/#! 0 ,/$( )"
$ % #， （3）

即

(",$
## 0 (#,$

$# 0 ($,$
/( )# !

$

0 (",$
#$ 0 (#,$

$$ 0 ($,$
/( )$ "

$

0 $ (",## ,#$ 0 (#,$# ,$$ 0 ($,/# ,( )/$ !" % #!（4）

选择&使!与"沿椭圆的两个半轴方向，则（4）式中

的交叉项为 2，即

(",## ,#$ 0 (#,$# ,$$ 0 ($,/# ,/$ % 2 ! （5）

将（$）式中的各矩阵元表达式代入（5）式，并将

此时的&值记作&2，可解得

6&+ $&2 %
（(" ’ (#）)*+$’) ,-)$)

’ (" )*+$’) 0 (# ,-)$’( )) 0 (" ,-)$’) 0 (# )*+$’( )) ,-)$$) 0 ($ )*+$$)
! （7）

此时!，"轴方向亦即电位移矢量的两个本征偏振

方向 $# 和 $$，三个分量值分别为

-#" % ,##

% ’ )*+&2 )*+’) ’ ,-)&2 ,-)’) ,-)$) ，（8&）

-## % ,$#

% )*+&2 ,-)’) ’ ,-)&2 )*+’) ,-)$) ， （8(）

-# $ % ,/# % ,-)&2 )*+$) ； （8,）

-$" % ,#$

% ,-)&2 )*+’) ’ )*+&2 ,-)’) ,-)$) ， （#2&）

-$# % ,$$

% ’ ,-)&2 ,-)’) ’ )*+&2 )*+’) ,-)$) ，（#2(）

-$ $ % ,/$ % )*+&2 )*+$) ! （#2,）
（4）式中交叉项消去后，由平方项的系数可确定半轴

长度即折射率，所以
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!! " "#$#
!# $ "%$#

!% $ "&$#
!( )& %!&#， （!!’）

!# " "#$#
## $ "%$#

#% $ "&$#
#( )& %!&# ( （!!)）

许多情况需要用到电场矢量，利用 ! 与 " 的关系，

可得电场的两个本征偏振方向分别为

#! " "#$!#，"%$!%，"&$!( )&

* "#
#$#

!# $ "#
%$#

!% $ "#
&$#

!!( )&
%!

，（!#’）

## " "#$##，"%$#%，"&$#( )&

* "#
#$#

## $ "#
%$#

#% $ "#
&$#

#!( )&
%! (（!#)）

!"#" 晶体中折射波矢方向与光线方向

再取 ’+!"#为晶体的表面坐标系，如图 # 所示，

图 # 晶体双折射的几何关系

!"坐标面与晶体表面重合，而#轴沿晶体表面的法

线方向，它在主轴系中的倾角与方位角分别为$和

%（这与晶体加工中的习惯表示一致）( 将入射面取

为 ’!#坐标面，则&就是 ’&#平面与入射面的夹角 (
设光由折射率为 !, 的各向同性介质入射到晶体表

面，入射角为’, ( 晶体内折射光的光线方向不一定

在入射面内，但波矢量一定在入射面内［!］，且

!, -./’, " !-./’， （!0）

式中波矢折射角’与折射率 ! 都是未知的，它们之

间存在函数关系，但不能用简单的公式来表示 ( 实

际上，若已知’，可求出主轴系中波矢的方向$(，

%(，方法如下：

在 ’+!"#坐标系中，波矢方向

#( " -./’#! $ 12-’## ( （!3）

而主轴系中，波矢方向的投影值既可以用$(，%( 表

示，也可利用（!3）式经坐标变换求出，即

)(# " -./$( 12-%( " *!! -./’ $ *!0 12-’，（!4’）

)(% " -./$( -./%( " *#! -./’ $ *#0 12-’，（!4)）

)(& " 12-$( " *0! -./’ $ *00 12-’( （!41）
由（!41）式求出$(，接着由（!4’）和（!4)）求出%( ( 再

利用（5），（!,），（!!）式求出折射率 ( 因此，! 与’的

关系是完全确定的 ( 所以不难由（!0）式求出’的数

值解（二分法或迭代法均易求解）( 由（!!）式知折射

率有两个，故（!0）式解也有两个，记作’! 和’# ( 波

矢折射角确定后，相应的 " 或 ! 偏振方向也随之

确定 (
然而，晶体中光线方向与波矢方向并不相同，光

线沿能流密度（即坡印亭矢量 $ " ! * %）方向，即

#+ " #, * #- " #, * #( * #( ).

" #( #,·#( ). % #. #,·#( )( ( （!6）

将（5），（!,），（!4）式代入就可求得光线方向在 ’+#%&
系中的表示，再将它变换到 ’+!"#坐标系即可 (

以 789 为例，取( " 60#:; /< 时的主折射率［3］

!# " !:=606，!% " !:==00，!& " !:;603，并设晶体取向

$" 0,>，%" 34>，& " #,>，’, " ##>，!, " ! ( 则可算出

’! " !#:!3#4>，!! " !:=;,50；’# " !#:#4#;>，!# "
!:=64!3 (相应的光线方向分别为

#+! " ,:!663## $ ,:#35!#% $ ,:543!#&
" ,:##5!#! $ ,:,#!##" $ ,:5=0###，（!=’）

#+# " ,:!6#;## $ ,:#==4#% $ ,:536;#&
" ,:#!5##! % ,:,,64#" $ ,:5=4=## (（!=)）

光线 ! 的 折 射 角 ’+! " !0:0,00>，方 位 角&+! "
4:#=5;>，走离角（光线与波矢夹角）)! " !:4;6#,>( 光

线 # 的 折 射 角 ’+# " !#:665#>，方 位 角 &+# "
% !:65;6>，走离角)# " ,:!5=,>( 两光线之间的夹角

为 !:65,#>(&+!和&+#都不为零表明两折射光线都不

在入射面内 ( 由于 !# 与 !% 比较接近，故有一支光

（光线 #）比较接近寻常光，它偏离入射面较小，且其

走离角也较小 (

0 : 反射折射时的振幅和能量关系

#"$" 振幅关系

’!"为晶体表面，电矢量 ! 和磁矢量 % 应当满

足切向连续条件，故

,,! $ ,?,! " ,!! $ ,#!
， （!;’）

,," $ ,?," " ,!" $ ,#"
， （!;)）

-,! $ -?,! " -!! $ -#!
， （!;1）

-," $ -?," " -!" $ -#"
， （!;@）

式中下标“,”代表入射介质，上标“?”代表反射波，

下标“!”和“#”代表晶体中的两折射光波 ( 假设入射

介质与晶体的磁导率均为*,，则
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! ! "
!#"

" $ # ! ##

!!#
!$" $ # % （"&）

而入射波、折射波的波矢方向形如（"’）式，反射波形

式为 $(" ! )*+$$% , -.)$$& % 图 / 表示电磁场与波矢

方向的投影关系 %

图 / 电磁场的边值关系

入射介质为各向同性介质，故入射波仍按 ) 波

（垂直于入射面）与 0 波（平行于入射面）分解，则

（"1）式改写为

##0-.)$# , #(#0-.)$# ! #" $"% 2 #3 $3%，（3#4）

##) 2 #(#) ! #" $"’ 2 #3 $3’， （3#5）

, !# ##) -.)$# 2 !# #(#) -.)$#

! , !" -.)$" #" $"’ , !3 -.)$3 #3 $3’， （3#-）

!# ##0 2 !# #(#0 ! !" #" $"0 2 !3 #3 $30，（3#6）

式中

$"0 ! -.)$" $"% , )*+$" $"&， （3"4）

$30 ! -.)$3 $3% , )*+$3 $3& % （3"5）

这里 $"%，$"’，$"( )
& 为第 " 支光波电矢量的偏振方向

$" 在 %7%’&坐标系的分量，可由（"34）式经坐标变换

（"）式求得 % 当 #" 方向与其波矢垂直时，$"0即为 $"
在入射面的投影值 % $30的意义类似 % 由（3#）式消去

#(#)和 #(#0得

3!# -.)$# ##) ! !# -.)$# 2 !" -.)$( )" $"’#"

2 !# -.)$# 2 !3 -.)$( )3 $3’#3，（334）

3!# -.)$# ##0 ! !# $"% 2 !" $"0-.)$( )# #"

2 !# $3% 2 !3 $30-.)$( )# #3 % （335）

令

&"" ! !# -.)$# 2 !" -.)$( )" $"’， （3/4）

&"3 ! !# -.)$# 2 !3 -.)$( )3 $3’， （3/5）

&3" ! !# $"% 2 !" $"0-.)$#， （3/-）

&33 ! !# $3% 2 !3 $30-.)$#， （3/6）

则由（33）式解出两折射光波振幅

#" ! 3!# -.)$#
&33 ##) , &"3 ##0

&"" &33 , &"3 &3"
， （3’4）

#3 ! 3!# -.)$#
&"" ##0 , &3" ##)

&"" &33 , &"3 &3"
% （3’5）

再代入（"&）式解出反射光振幅

#(#) ! #" $"’ 2 #3 $3( )
’ , ##)， （384）

#(#0 ! "
!#

!" #" $"0 2 !3 #3 $( )30 , ##0 % （385）

!"#" 能量关系

利用（"&）式，单色平面波能流密度的时间平均

值 % 可表示为

% ! "
3
##

!!#
! # 3 $# $ $" $ $( )#

! "
3
##

!!#
! # 3 -.)#$’ ， （39）

式中#为走离角（" 与 % 间夹角，也等于 # 与 & 间

的夹角）% 已假设入射介质是各向同性的，故其走离

角为 #，所以入射光投射到单位晶体表面的功率为

(# ! %·$& ! "
3
##

!!#
!# #3

# -.)$# % （3:）

反射光功率表达式与入射光类似 % 而折射光功率为

(" ! %"·$& ! "
3
##

!!#
!" #3

" -.)#" -.)$’" %（31）

(3 表达式与 (" 类似 %
假设入射光为线偏振光，偏振方向与入射面成

(角，##) ! )*+(，##0 ! -.)(% 让(及)，*，+，$# 在定

义域内随机取值，试验 9 $ "#’ 组数 % 若令!( !（((#)
2 (( #0 2 (" 2 (3）,（(#) 2 (#0），则计算发现，虽然

!( ;(# 的取值小于 "#, :的情况占绝大多数，但个

别点取值较大，达 "#, /，所以!( 并不严格为 # % 这

可作如下解释：两折射光波的偏振方向并不严格垂

直，两者存在一定的干涉效应 % 令 ("3 ! ("
3 #" $ !3

2 #3 $ ! )" ·$&，补上 ("3 后，!( ;(# 的最大值约

为 "#, 8，平均值约为 "#, & % 考虑到数值计算存在舍

入误差，可以认为!< ! #，即满足能量守恒要求 %
=>< 晶体在 "?#9’"@ 倍频时常用的#类相位

匹配点是)! &#A，* ! 3’?:1A［’］，图 ’ 给出了这种晶

体的两折射光功率 ("，(3 与入射线偏光的偏振方

向之间的关系，(为偏振方向与 %)&平面的夹角 % 图

’ 给出了入射角为 #A和 8#A两种情况 % 在三波互作用

中，除了应满足相位匹配条件外，还应调整各分波的
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强度使转换效率最大 ! 在!类相位匹配倍频中应使

两基频光波的能量相等 ! 由图 " 看出，在光正入射

情况下，当!# ""$%&’时 !& # !(，这是!类相位匹配

倍频中的最佳选择 !

图 " 不同偏振方向下两折射光的光功率

!"!" 反射光的偏振

引入符号

") #
(#) *+,")

$&& $(( - $&( $(&
， （(.）

% ,, # ") $(( &&# - $(& &(( )
# - &， （/)0）

% ,1 # ") #& *+,"& - #( *+,"( )( &&#&(#， （/)2）

%1, # ") #& &($&&1 - #( &&$&( )(1 ， （/)*）

%11 #
")
#)

- $&( #& &&1 3 $&& #( &( )(1 - &，（/)4）

则由（(5）式可将反射光两振幅分量改写为

’6), # % ,, ’), 3 % ,1 ’)1， （/&0）

’6)1 # %1, ’), 3 %11 ’)1 ! （/&2）

对于各向同性介质，容易得出 % ,1 # %1, # )，即反射过

程中 , 波与 1 波彼此是独立的，1 波能量不会转移

到 , 波，, 波能量也不会转移到 1 波 ! 在晶体情况下

则不然，, 波与 1 波会相互转换，% ,1 与 %1, 一般不为

零 ! 图 5 表示了 789 晶体反射系数随入射角") 变

化的关系曲线，图 5 中的参数为：%# /)’，& # "5’，’
# :)’! 从图 5 可以看出，% ,1，%1,虽不为零，但数值较

小，与 % ,,，%11相差约两个数量级（图中显示的是 % ,1，
%1,均放大 &)) 倍后的值）! 这表明一般情况下 , 波

与 1 波之间的耦合很弱 !
如果固定光线入射角") 而让光线方位角’变

化（即入射光线不变而晶体绕其法线转动），则结果

如图 : 所示 ! 可以看出，’变化对 % ,,，%11的取值影响

很小，但对 % ,1，%1,的影响很大 !

图 5 不同光线入射角下的反射系数 %1,，%,1均放大了 &)) 倍

图 : 不同光线方位角下的反射系数 %1,，%,1均放大了 &)) 倍

当") 与’的取值使 %11，%1,同时为零时，反射光

为完全线偏振光，这就是晶体情况下的布儒斯特条

件 ! 利用前面得到的公式，用数值分析方法可求出

相应的光线入射角和方位角（记作"; 和’;）! 例

如，789 晶体当%# "5’，& # /)’时，起偏方向有三组

值：（";，’;）#（:)$<)’，&/)$.<’），（:&$):’，&:&$:/’）
和（:)$5"’，(/&$"/’）!

" $ 结 论

光在双轴晶体表面反射折射时，如果入射面与

主轴坐标面重合，则结果与单轴晶体类似，折射光波

一种为寻常光，另一种为非常光，可以得到完整的解

析解 ! 但光一旦偏离主轴坐标面，两个光波都是非

常光，则求解十分困难 ! 本文引入了坐标变换处理

双轴晶体问题，表征坐标变换关系的三个角度意义

明确、应用方便 ! 解的形式适应一般情况，且编程计

算十分容易 ! 本文将菲涅耳公式推广到晶体情况，

使反射折射时的振幅及能量关系的计算比简单的投

影方法得到的数值更加精确可靠 ! 计算表明，晶体

表面反射光的偏振态不但与入射光的入射角有关，
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还与它的方位角有关 ! 当入射光为自然光时，只有 若干个入射光的方向使反射光为完全偏振光 !
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