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推广了 ()*+,-.)+,/ 多项式，对推广的 ()*+,-.)+,/ 多项式的性质作了分析；并应用于求解（! 0 !）1（! 0 !）强

耦合环形波导耦合器方程，得出解析解 2 具体计算了 3 1 3 环形定向耦合器的解，并对弱耦合与强耦合的关系进行

了详细分析 2
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!上海市教育委员会重点学科资助的课题 2

! 7 引 言

在光波导理论中，波导耦合方程的求解是重要

的，很多作者都研究过这个问题［!—8］2 波导耦合的

实际应用也很多［’，9］2 文献［!#］应用 ()*+,-.)+,/ 多

项式关系导出了（! 0 !）1（! 0 !）弱耦合方程的解

析解 2本文在此基础上，推广了 ()*+,-.)+,/ 多项式，

求得了（! 0 !）1（! 0 !）强耦合方程的解析解，具

体计算了 3 1 3 环形定向耦合器的解 2进一步研究了

强耦合与弱耦合的一般关系，并得出强耦合情形与

弱耦合情形的解可表示为同样的形式，其差别在于

两者的特征值不同，因而波的传播因子不一样的

结论 2

" 7（! 0 !）1（! 0 !）强耦合环形耦

合器

图 ! 所示为 ! 0 ! 个波导构成的环形耦合器 2
考虑相邻及次相邻波导间的耦合作用，强耦合波导

方程可写为

!": #

!$ ; < %
" ": #=! 0 ": #0( )! 0 < %>

" ": #=" 0 ": #0( )"

（"" # " ! = "），

!": #

!$ ; < %
" ": ! 0 ":( )! 0 < %>

" ": !=! 0 ":( )" ，

!": !

!$ ; < %
" ": # 0 ":( )" 0 < %>

" ": ! 0 ":( )% ，

!": !

!$ ; < %
" ": !=! 0 ":( )# 0 < %>

" ": !=" 0 ":( )! ，

!": !=!

!$ ; < %
" ": !=" 0 ":( )! 0 < %>

" ": !=% 0 ":( )# ，

（!）

式中 ": # 表示第 # 通道的耦合模，% ?" 和 %> ?" 分别为

相邻和次相邻波导间的耦合系数 2 可将耦合系数 %
与 %>之间的关系写为 %> ;!% 2

图 ! 环形定向耦合器结构简图

设 ": # ;#"#（#> ? %）,<#>（ $ = &’），#> 表示模的传播常
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数，可由本征方程求出 ! 令 !" #!" $ "，!" 即以 " 为单

位的波数，代入耦合方程（%），得

&!"!"#（!"）#!"#’%（!"）(!"#(%（!"）

( [#!"#’&（!"）(!"#(&（!" ]）

（&" # " $ ’ &），

&!"!")（!"）#!"$（!"）(!"%（!"）

( [#!"$’%（!"）(!"&（!" ]），

&!"!"%（!"）#!")（!"）(!"&（!"）

( [#!"$（!"）(!"*（!" ]），

&!"!"$（!"）#!"$’%（!"）(!")（!"）

( [#!"$’&（!"）(!"%（!" ]），

&!"!"$’%（!"）#!"$’&（!"）(!"$（!"）

( [#!"$’*（!"）(!")（!" ]） ! （&）

（&）式为包括相邻与次邻级波导间耦合的强耦合方

程，耦合系数分别用 " 与#" 表示，若令# # )，便是

文献［%)］讨论过的弱耦合波导方程 ! 文献［%)］应用

+,-./01,./2 多项式求得了它的准确解 ! 若##)，便

是包括次邻级波导耦合的强耦合方程，仍用通常的

+,-./01,./2 多项式是不能得到它的准确解的，但可

以推广已有的 +,-./01,./2 多项式定义，使之适用于

求解强耦合波导方程，具体做法如下：将（&）式的解

!"#（!）用推广的第一类 +,-./01,./2 多项式表示为

!"#（!"%）# &
$ ($ %-3, #$% （)" # " $），

（*）

式中 !"% # -3,$% (#-3,&$%，$% # &!
%

$ ( %，% # )，

%，&，⋯，$ !
容易证明，（*）式是方程（&）的解 ! 我们注意到

推广就包括在 !"% 表示式中新增的第二项，若## )，

便过渡到通常的 +,-./01,./2 多项式 ! 关于推广的

+,-./01,./2 多项式的性质在下面还要研究 !

* 4 5 6 5 环形耦合器的解

!"#" 弱耦合情形

考虑 $ ( % # 5，先看仅考虑相邻波导间相互作

用的弱耦合情形，弱耦合方程可写为

"&)

"’ # 7 "
& &8 ( &( )% ，

"&%

"’ # 7 "
& &) ( &( )& ，

"&&

"’ # 7 "
& &% ( &( )* ，

"&*

"’ # 7 "
& && ( &( )8 ，

"&8

"’ # 7 "
& &* ( &( )) ! （8）

设 &# #"#（!$ "）/7!（ ’ ’ ()），并令 ! #!$ "，代入耦合方

程，得

&!")（!）# "8（!）("%（!），

&!"%（!）# ")（!）("&（!），

&!"&（!）# "%（!）("*（!），

&!"*（!）# "&（!）("8（!），

&!"8（!）# "*（!）(")（!）! （5）

其解"#（!）可用第一类 +,-./01,./2 多项式表示

"#（!%）#$&
5 -3, #$% （)" # " 8），（9）

式中 !% # -3,$%，$% # &%!
5 （% # )，%，&，*，8）!即本

征值 !) # %，!% # -3, &!
5 ，!& # -3, 8!

5 ，!* # -3, 9!
5 #

-3, 8!5 # !&，!8 # -3, :!5 # -3, &!5 # !% 是简并的，因而

可将解设为

&) #%)) /7!) ’ ( %)% (%)8( )’ /7!% ’

( %)& (%)*( )’ /7!& ’ ，

&% #%%) /7!) ’ ( %%% (%%8( )’ /7!% ’

( %%& (%%*( )’ /7!& ’ ，

&& #%&) /7!) ’ ( %&% (%&8( )’ /7!% ’

( %&& (%&*( )’ /7!& ’ ，

&* #%*) /7!) ’ ( %*% (%*8( )’ /7!% ’

( %*& (%**( )’ /7!& ’ ，

&8 #%8) /7!) ’ ( %8% (%88( )’ /7!% ’

( %8& (%8*( )’ /7!& ’ ， （;）

式中!) # !) "，!% # !% "，!& # !& " !
将解代入方程（8），并比较系数，得

&!#%) # ’ %8 # (%%( )# # )，

&!#%% # ’ %) # (%&( )# # )，

&!#%& # ’ %% # (%*( )# # )，

&!#%* # ’ %& # (%8( )# # )，

&!#%8 # ’ %* # (%)( )# # )，

%#* #%#8 # ) ! （ # # )，%，&，*，8）! （:）

# # ) 时，方程组有一个独立参量，令%)) #%%) #%&)

#%*) #%8) # *)；# # % 时，方程组有两个独立参量，

令%)% # *%，%%% # **，%&% # &!% ** ’ *%，%*% # ’ &!%（ *%

*<)*%& 期 郭奇志等：推广的 +,-./01,./2 多项式及其在解强耦合波导方程中的应用



! !"），!#$ % &"$ !$ ’ !"；# % & 时，方程组有两个独

立参量，令!(& % !&，!$& % !#，!&& % &"& !# ’ !&，!"& %

’ &"&（!& ! !#），!#& % &"& !& ’ !# )
这时解可写为

$( % !( *+"( % ! !$ *+"$ % ! !& *+"& % ，

$$ % !( *+"( % ! !" *+"$ % ! !# *+"& % ，

$& % !( *+"( % ! &"$ !" ’ !( )$ *+"$ %

! &"& !# ’ !( )& *+"& % ，

$" % !( *+"( % ’ &"$ !$ ! !( )" *+"$ %

’ &"& !& ! !( )# *+"& % ，

$# % !( *+"( % ! &"$ !$ ’ !( )" *+"$ %

! &"& !& ’ !( )# *+"& % ) （,）

若 % % ( 时，$(，$$，$&，$"，$# 的初值分别为

&(，&$，&&，&"，&# )由此可定出

!( % $
- &( ! &$ ! && ! &" ! &( )# ，

!$ % $
$( "& ’ "( ) [

$
&&( ’ "&$ ! &&& ! &&" ’ "&( )#

! "& .&( ’ &&$ ’ &&& ’ &&" ’ &&( ) ]# ，

!& % ’ $
$( "& ’ "( ) [

$
&&( ’ "&$ ! &&& ! &&" ’ "&( )#

! "$ .&( ’ &&$ ’ &&& ’ &&" ’ &&( ) ]# ，

!" % $
$( "& ’ "( ) [

$
’ "&( ! &&$ ’ "&& ! &&" ! &&( )#

! "& ’ &&( ! .&$ ’ &&& ’ &&" ’ &&( ) ]# ，

!# % ’ $
$( "& ’ "( ) [

$
’ "&( ! &&$ ’ "&& ! &&" ! &&( )#

! "$ ’ &&( ! .&$ ’ &&& ’ &&" ’ &&( ) ]# ) （$(）

将（$(）式代入（,）式，可得到方程的解，用矩阵表示

为

$(

$$

$&

$"

$
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式中 ’$ % [$
- *+"( % ! &*+"$ % ! &*+"& ]% ，’& % $ [$( &*+"( % !

!( )- ’ $ *+"$ % ’ !( )- ! $ *+"& ]% ，’" % $ [$( &*+"( % ’

!( )- ! $ *+"$ % ! !( )- ’ $ *+"& ]% )

!"#" 强耦合情形

对于考虑相邻及次相邻波导之间相互作用的强

耦合情形，其耦合方程为

!$/ (

!% % + (
& $/ # ! $/( )$ ! + (0

& $/ " ! $/( )& ，

!$/ $

!% % + (
& $/ ( ! $/( )& ! + (0

& $/ # ! $/( )" ，

!$/ &

!% % + (
& $/ $ ! $/( )" ! + (0

& $/ ( ! $/( )# ，

!$/ "

!% % + (
& $/ & ! $/( )# ! + (0

& $/ $ ! $/( )( ，

!$/ #

!% % + (
& $/ " ! $/( )( ! + (0

& $/ & ! $/( )$ )（$&）

设 $/ # %"##（"0 1 (）*+"0（ % ’ ’)），并令 "0 %"0 1 ( 及 (0 %$(，

代入耦合方程，得

&"0"#(（"0）%"##（"0）!"#$（"0）

!$ "#"（"0）!"#&（"0( )），

&"0"#$（"0）%"#(（"0）!"#&（"0）

!$ "##（"0）!"#"（"0( )），

&"0"#&（"0）%"#$（"0）!"#"（"0）

!$ "#(（"0）!"##（"0( )），

&"0"#"（"0）%"#&（"0）!"##（"0）

!$ "#$（"0）!"#(（"0( )），

&"0"##（"0）%"#"（"0）!"#(（"0）

!$ "#&（"0）!"#$（"0( )） ) （$"）

本征值为 "0( % $ !$，"0$ % 234 &"
- !$234 #"

- ，"0& %

234 #"- !$234 ."- ，"0" % 234 5"
- !$234 $&"

- % 234 #"
-

!$234 ."- % "0& ，"0# % 234 ."
- !$234 $5"

- % 234 &"
- !

$234 #"- % "0$ 是简并的，同样可将解设为

$/ ( %!0(( *+"0( % ! !0($ !!0(#( )% *+"0$ %

! !0(& !!0("( )% *+"0& % ，

$/ $ %!0$( *+"0( % ! !0$$ !!0$#( )% *+"0$ %

! !0$& !!0$"( )% *+"0& % ，

$/ & %!0&( *+"0( % ! !0&$ !!0&#( )% *+"0$ %

! !0&& !!0&"( )% *+"0& % ，

$/ " %!0"( *+"0( % ! !0"$ !!0"#( )% *+"0$ %

! !0"& !!0""( )% *+"0& % ，

#,(" 物 理 学 报 -& 卷



!! " #!$"% &’"$% " ( !$") (!$""( )" &’"$) "

( !$"* (!$"+( )" &’"$* " ， （)"）

式中"$% # #$% $，"$) # #$) $，"$* # #$* $ ,
将（)"）式代入耦合方程（)*），并利用初始条件

" # % 时，!! % # %%，!! ) # %)，!! * # %*，!! + # %+，!! " #

%"，可得出强耦合方程的解为

!! %
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!! *

!! +

!!
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式中 &$) # [)
- &’"$% " ( *&’"$) " ( *&’"$* ]" ，&$* # ) [)% *&’"$% " (

!( )- . ) &’"$) " . !( )- ( ) &’"$* ]" ，&$+ # ) [)% *&’"$% " .

!( )- ( ) &’"$) " ( !( )- . ) &’"$* ]" ,

" /（’ ( )）0（’ ( )）强耦合方程与弱

耦合方程解的分析

比较 - 0 - 强耦合方程与弱耦合方程的解，可以

看出，考虑相邻及次相邻波导之间相互作用的强耦

合方程的解与仅考虑相邻波导间相互作用的弱耦合

方程的解从形式上看是一样的 , 但强耦合情形特征

值为 #$( # 123#( ($123*#(，其中包含了耦合系数

$，而弱耦合情形特征值为 #( # 123#(，两者是不一

样的，这样解的传播因子 &’#$($（ " . &)）也就不一样 , 事实

上，强耦合方程（)+）是弱耦合方程（-）的推广，如将

强耦合方程的特征值 #$( # 123#( ($123*#(，用弱耦

合方 程 特 征 值 #( # 123#( 表 示，即：#$( # #( (

$ *#*
(( ). ) ，并注意到强耦合与弱耦合特征函数有

如下关系："%*（ #$( ）#%*（ #( ）# *
’! ( )123 *#(（其中

#( # *!
(

’ ( )）, 一般地，以上关系对去掉下标后的

#$ ，# 及"%*（ #$），%*（ #）也成立，故可用这些关系将

强耦合方程（*）用弱耦合特征函数%*（ #）及坐标 #
表示为

* # ($（*#* . )[ ]）%*（#）

#%*.)（#）(%*()（#）($ %*.*（#）(%*(*（#[ ]） ,
（)4）

上式成立，只要求%*（#）满足弱耦合关系，即上式中

不含$的项相等，含$的项为

*$ *#*%*（#）.%*（#[ ]）

# * {$ # %*.)（#）(%*()（#[ ]） .%*（# }）

#$ %*.*（#）(%*(*（#[ ]） , （)5）

故只要弱耦合关系成立，（)4）式就成立，亦即强耦合

关系成立 , 以上强耦合与弱耦合关系可推广到包括

更高次邻级波导间耦合的强耦合方程及其解，若包

含 + 级次邻级波导耦合的强耦合方程

*#（+）%* #（+( )） #%*.) #（+( )） (%*() #（+( )）

($ [) %*.* #（+( )）

(%*(* #（+( ) ]） ( ⋯

($+. [) %*. + #（+( )）

(%*( + #（+( ) ]） （)6）

成立，相应的本征值为 #（+）# 123# ($) 123*# ( ⋯ (

$+ . ) 123+#，则包含 + ( ) 级次邻级波导间耦合的强

耦合方程

*#（+()）"%* #（+()( )） #"%*.) #（+()( )） ("%*() #（+()( )）

($ [) "%*.* #（+()( )）

("%*(* #（+()( ) ]） ( ⋯

($+. [) "%*. + #（+()( )）

("%*( + #（+()( ) ]）

($ [+ "%*.（+()） #（+()( )）

("%*(（+()） #（+()( ) ]） （)7）

亦成立，相应的本征值为 #（+ ( )）# 123# ($) 123*# (
⋯ ($+ . ) 123+# ($+ 123（+ ( )）#,

由于 #（+ ( )）# #（+）($+ 123（ + ( )）#及%*（ #（+））

#"%* #（+ ( )( )） ，则方程（)7）可化为

* #（+） ($+ 123（+ ( )）[ ]#%* #（+( )）

# %*.) #（+( )） (%*() #（+( )）

($) %*.* #（+( )） (%*(* #（+( )[ ]） ( ⋯

($+.) %*. + #（+( )） (%*( + #（+( )[ ]）

($+ %*.（+()） #（+( )） (%*(（+()） #（+( )[ ]） ,（*%）

（*%）式不含$+ 的项满足方程（)6），含$+ 的项消去

$+ 后，得

*123（+ ( )）#%* #（+( )） #%*.（+()） #（+( )）

(%*(（+()） #（+( )） ,（*)）

利用关系%* #（+( )） # 123 *#，上式等号左端为

*123（+ ( )）#123 *# # 123 * (（+ ( )[ ]）#

-7%+)* 期 郭奇志等：推广的 8319&:;39&< 多项式及其在解强耦合波导方程中的应用



! "#$［ ! %（" ! &）］!
’"!!（"!&） #（"( )） !"!%（"!&） #（"( )） (

因而，（)&）式成立，即包含 " ! & 级次邻级波导间耦

合的强耦合关系成立 (

* + 推广的 ,$"-./0$-.1 多项式的性质

由于强耦合方程与弱耦合方程的本征值不同，

则强耦合解与弱耦合解对 #$（下面记为 #）的依赖

关系不同 ( 对弱耦合情形，有

""（#）’ "#$（"23""#$#）( （))）

而对强耦合情形，由 # ’ "#$!4 !#"#$)!4 ，即 "#$)!4

! &
)#

"#$!4 %#! #
)#

’ 5，可解出

"#$!4 ’ % &
6# ! &

6( )#
)

!# ! #
)! #

( （)7）

令 %（#）’ % &
6# & % & ! &

) ! #
)( )# &8#![ ]) ，有!4 ’

23""#$ %（#），则强耦合解对 # 的依赖关系为

"""（#）’ "#$［"23""#$ %（#）］( （)6）

当##5 时，%（ #）’ #，于是有!4 ’ 23""#$#，即通常

,$"-./0$-.1 多项式 ( 在推广的 ,$"-./0$-.1 多项式

（)6）中，用 %（#）代替了 #，而 %（ #）包含了耦合系数

#的信息 ( 图 ) 给出#分别取 5，5+5*，5+&5，5+)5
时，""&5（#）随 # 的变化曲线 (

图 ) ""&5（ #）随 # 的变化曲线 （2），（/），（"），（9）分别对应#取 5，5+5*，5+&5，5+)5 情形

8+ 结 论

本文推广了 ,$"-./0$-.1 多项式，求得了次相邻

波导间耦合的（& ! &）:（& ! &）强耦合方程的解析

解，具体给出了 * : * 环形定向耦合器解的表达式 (
进一步研究了强耦合与弱耦合的一般关系及推广的

,$"-./0$-.1 多项式的性质 ( 并得出强耦合情形与弱

耦合情形的解可表示为同样的形式，其差别在于两

者的特征值不同，因而波的传播因子不一样的结论 (

8;57 物 理 学 报 *) 卷
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