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研究转动相对论 ()*+,-.. 系统的平衡稳定性，给出转动相对论 ()*+,-.. 自治系统、半自治系统和非自治系统的

平衡方程和转动相对论 ()*+,-.. 自治系统的受扰运动方程和一次近似方程；给出转动相对论 ()*+,-.. 自治系统平衡

稳定性的一次近似方法及其判据；并给出转动相对论 ()*+,-.. 自治系统平衡稳定性的直接方法及其判据；讨论转动

相对论 ()*+,-.. 系统平衡稳定性和经典转动 ()*+,-.. 系统平衡稳定性的关系 /给出实例以说明方法的应用 /
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!河南省自然科学基金（批准号：12%#’0##）资助的课题 /

! 3 引 言

()*+,-.. 系 统 动 力 学 的 研 究 始 于 美 国 数 学 家

()*+,-.. 的工作［!］，美国物理学家 4567)88) 考虑时间变

量，给出了 ()*+,-.. 方程的一般形式，成功地研究了

完整系统的动力学问题［"］，中国梅凤翔教授应用

()*+,-.. 方程系统地研究了非完整系统的动力学问

题，构筑了 ()*+,-.. 系统动力学的理论框架［0］，使

()*+,-.. 系 统 动 力 学 的 研 究 取 得 了 一 系 列 重 要 结

果［%—!!］/近年来相对论分析力学［!"—!%］、转动相对论

力学［!’—!2］和转动相对论分析力学［!1—""］的研究，使

爱因斯坦建立的相对论力学取得了进展 / 最近我们

已将 ()*+,-.. 系统动力学的研究从经典研究领域推

广到高速运动的相对论研究领域和高速转动的相对

论研究领域，给出了相对论 ()*+,-.. 系统和转动相对

论 ()*+,-.. 系统的 9.5..:()*+,-.. 原理，()*+,-.. 方程，

代数结构，9-);;-6 理论以及对称性理论［"0—0"］/ 文献

［00］系统地研究了相对论 ()*+,-.. 系统的平衡稳定

性，本文给出转动相对论 ()*+,-.. 系统的平衡稳定性

理论 /

" 3 转动相对论 ()*+,-.. 系统的运动方程

研究 ! 个粒子构成的转动相对论力学系统，在

时刻 "，第 # 粒子的角速度为 $!# ，最大角速度为"# ，

经典转动惯量为 %# # ，相对论性转动惯量为［!1］

%# <
%# #

! =!
·"

# >""" #

（ # < !，⋯，!）/ （!）

可以构造转动相对论系统的 ()*+,-.. 函数 &!

和 ()*+,-.. 函数组 ’!#（#< !，⋯，"(）为［"2］

&! < &!（ %#（ "，)$），"，)$）< &!（ %#（ "，!），"，!）

’!# < &!#（ %#（ "，)$），"，)$）< &!#（ %#（ "，!），"，!）

（$ < !，⋯，"(）/ （"）

再令

#&! <#&!（ "，!）< &!（ %#（ "，!），"，#)），

#’!# <#’!#（ "，!）< ’!#（ %#（ "，!），"，#)）/ （0）

利用转动系统的相对论性 9.5..:()*+,-.. 原理可

得到 转 动 系 统 相 对 论 性 ()*+,-.. 方 程 的 一 般 形

式为［"2］

#%!
$#$)
# = !

#&!

!)$ ?!
#’!$
!( )" < #，

#%!
$# < !#’!#

!)$ =!
#’!$
!)( )#

（$，# < !，⋯，"(）， （%）

式中

!#&!

!)$ < !&!
!%#

!%#
!)$ ?!&!

!)$
，
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!!!"!
!"" ! !

!"!
!#$

!#$
!"" "!

!"!
!""

，

!!!"!
!% ! !

!"!
!#$

!#$
!% "!

!"!
!% # （$）

自治形式，半自治形式和非自治形式的转动相

对论性 %&’()*++ 方程可分别表示为［,-，..］

!#"
"!
（!）&"! /!

!’"（!）

!"" ! 0

（"，! ! 1，⋯，,(）， （2）

!#"
"!
（!）&"! /!

!’"（ %，!）

!"! ! 0

（"，! ! 1，⋯，,(）， （3）

!#"
"!
（ %，!）&"! / !!’"（ %，!）

!"" "!
!!""（ %，!）

!( )% ! 0

（"，! ! 1，⋯，,(）， （-）

其中!#"
"!

被称为转动系统的相对论性 %&’()*++ 协变

张量，且有

456（!#"
"!

）# 0 # （7）

方程（2），（3）和（-）可表成如下逆变形式：

&"" /!#""!（!）!!’
"（!）

!"! ! 0

（"，! ! 1，⋯，,(）， （10）

&"" /!#""!（!）!!’
"（ %，!）

!"! ! 0

（"，! ! 1，⋯，,(）， （11）

&"" /!#""!（ %，!）!!’
"（ %，!）

!"! "!
!!"!（ %，!）

!( )% ! 0

（"，! ! 1，⋯，,(）， （1,）

其中

!#""! ! 8!#"
$% 8 /( )1 "! ! !!!"%

!"$ /!
!!"$
!"%

/( )1 "!

456（!#""!）# 0 （$，%，"，! ! 1，⋯，,(），（1.）

!#""!被称为转动系统的相对论性 %&’()*++ 逆变张量 #

. 9 转动相对论 %&’()*++ 系统的平衡方

程和平衡位置

假设转动相对论 %&’()*++ 系统的平衡位置为

"! ! "!0 ! :*;<6，&"!0 ! 0 # （1=）

将（1=）式代入方程（2）或（10），得 到 转 动 相 对 论

%&’()*++ 自治系统的平衡方程

!!’"

!"( )"
0

! !’"
!#$

!#$
!"" "!’"

!"( )"
0

! 0，

!’" ! ’"（ #$（!），!）（" ! 1，⋯，,(），（1$）

式中下标 0 表示其中的 "! 用 "!0 替代的结果 # 将

（1=）式代入方程（3）或（11），得到转动相对论 %&’(>
)*++ 半自治系统的平衡方程

!!’"

!"( )"
0

! !’"
!#$

!#$
!"" "!’"

!"( )"
0

! 0，

!’" ! ’"（#$（ %，!），%，!）（" ! 1，⋯，,(）#（12）

将（1=）式代入方程（-）或（1,），得 到 转 动 相 对 论

%&’()*++ 非自治系统的平衡方程

!!’"

!"( )"
0
" !!!""
!( )% 0

! !’"
!#$

!#$
!"" "!’"

!"( )"
0

" !!""
!#$

!#$
!% "!

!""
!( )% 0

! 0，

!!"! ! !"!（ #$（ %，!），%，!），

!’" ! ’"（ #$（ %，!），%，!）

（" ! 1，⋯，,(）# （13）

如果平衡方程（1$）或（12）或（13）有解，则相应的系

统存在平衡位置 # 如果对于方程组（1$）或（12）或

（13）的 ,( 个方程是彼此独立的，则平衡位置是孤

立的；如果这 ,( 个方程不是彼此独立的，则平衡位

置组成流形 #
例 ! 二阶转动相对论 %?’()*++ 系统的 %&’()*++

函数和 %&’()*++ 函数组为

!’" ! #（（"1）, "（ % " 1）（",）,）， （@）
!!"1 ! 0，!!", ! #（ % " 1）"1 （ % $ 0），（A）

式中 # ! #0 B 1 /（（"1）, "（",）,）B&% , ，试写出系统

的平衡方程，并求出系统的平衡位置 #
本题为转动相对论 %&’()*++ 非自治系统，由平衡

方程（13）给出为

（（"1
0）, "（ % " 1）（",

0）,）

&, /（（"1
0）, "（",

0）,）
"( ), "1

0 ! 0， （:）

",
0（（"1

0）, "（ % " 1）（",
0）,）

&, /（（"1
0）, "（",

0）,）
" ,（ % " 1）",

0 " "1
0 ! 0 #

（4）

（:）式和（4）式有如下组解：

"1
0 ! 0，",

0 ! %,&， （5）

"1
0 ! 0，",

0 ! /%,&， （+）

",
0 ! 0，"1

0 ! &， （C）

",
0 ! 0，"1

0 ! /&， （)）

/（"1
0）, "（ % / 1）（",

0）, " ,&, ! 0，
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!（ ! " #）（"$
%）

& "［$（ ! " #）"$
% " "#

%］（!$ !（"#
%）

$）’ %(
（)）

而方程组（)）解的形式比较复杂，这些平衡位置不再

给出 (

* + 转动相对论 ,)-./011 自治系统的受

扰运动方程和一次近似方程

设 "" ’ ""%（"’ #，⋯，$#）是转动相对论 ,)-./011
自治系统的孤立平衡位置，并令

"" ’ ""% "#
" （" ’ #，⋯，$#）( （#2）

将（#2）式代入（3）和（#%）式，得到转动相对论 ,)-.4
/011 自治系统的受扰运动方程

（!$"
%"

）#
$#
" ! !%"

!&’
!&’
!"% "!%"

!"( )%
#
’ %

（%，" ’ #，⋯，$#） （#5）

和

$#% !（!$"%"）#
!%"
!&’

!&’
!"" "!%"

!"( )"
#
’ %

（%，" ’ #，⋯，$#）， （$%）

将（ ）# 等在平衡位置附近展成 67890- 级数，并利用

平衡方程（#:），得到受扰运动方程的另一种形式

（!$"
%"

）%
$#
" !（#&"

%"
）%#

" ’ ’%（ &’（#
"，$#

"），#
"，$#

"）

（%，" ’ #，⋯，$#） （$#）

和

$#% !（!$"%"）%（#&"
%(

）%#( ’$’%（ &’（#
"），#

"）

（%，" ’ #，⋯，$#）( （$$）

式中

#&"
%" ’ !
!"%

!%"
!&’

!&’
!"" "!%"

!"( )"

’ !
!""

!%"
!&’

!&’
!"% "!%"

!"( )% ’#&"
"% ( （$&）

这里’%，$’% 是#
"，$#

" 的二阶和更高价项，#&"
%"

是对

称矩阵，由方程（$#），（$$）得到受扰运动方程的一次

近似方程

（!$"
%"

）%
$#
" !（#&"

%"
）%#

" ’ % （%，" ’ #，⋯，$#），

（$*）

$#% !（!$"%"）%（#&"
%(

）%#( ’ % （%，"，( ’ #，⋯，$#）(
（$:）

:+ 转动相对论 ,)-./011 自治系统平衡

稳定性的一次近似方法

转动相对论 ,)-./011 自治系统一次近似方程

（$*）的特征方程

"（)）’

!（!$"
## ）% （!$"

#$ ）%) !（#&"
#$ ）% ⋯ （!$"

#$# ）%) !（#&"
#$# ）%

（!$"
$# ）%) !（#&"

$# ）% !（!$"
$$ ）% ⋯ （!$"

$$# ）%) !（#&"
$$# ）%

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

（!$"
$##）%) !（#&"

$##）% （!$"
$#$）%) !（#&"

$$# ）% ⋯ !（#&"
$#$# ）%

’ % ( （$3）

令与行列式（$3）相应的矩阵记作 (（)）( 由（$&）式

知，这里的#&"
%"

是对称矩阵而!$"
%"

是反对称矩阵［:］，

则有

(（)）’［(（!)）］6 ( （$;）

由矩阵理论知，矩阵转置后其形式不变，有

"（)）’ "（!)）( （$2）

这表明方程（$3）中，)的奇次方项为零，因此特征方

程可写成

)%)$# " )#)$#!$ " ⋯ " )#!#)$ " )# ’ %，（$5）

式中系数 )%，)#，⋯，)# 都是实数，方程（$5）的根必

然成对互为相反符号 (于是有如下命题 (
命题 ! 转动相对论 ,<-./011 自治系统一次近

似方程（$3）的根总是成对互为反号出现，如有根)，

则必有根（ !)）(
命题 " 如果转动相对论 ,<-./011 自治系统一

次近似的特征方程有实部不为零的根，则平衡是不

稳定的 (
可见这种近似方法不能给出平衡稳定性的判

据，只能给出不稳定性的充分条件 (
例 " 设二阶转劝相对论 ,<-./011 系统为

!%" ’ & #
)$（"#）$ "$$（"$）{ )$ ，

!*"# ’ &"$，!*"$ ’ &（"#）$， （7）

式中 & ’ &% = # !（（"#）$ "（"$）$）=!% $ ，为相对论性

质量，)，$为常数，试研究该系统的平衡稳定性 (
该系统为转动相对论 ,)-./011 自治系统，（3）式

2:$ 物 理 学 报 :$ 卷



给出如下方程

! （"!）" #（"$）$

!$ #（（"!）$ %（"$）$）
% $"! #( )! #"$

# !
!
$$（"!）" %"$（"$）$ "!

!$ #（（"!）$ %（"$）$）
% $"!

$
{ }$

& ’，

# ! （"!）" #（"$）$

!$ #（（"!）$ %（"$）$）
% $"! #( )! #"!

# !
!
$$（"!）$ "$ %"$（"$）"

!$ #（（"!）$ %（"$）$）
% $"$ "{ }$ & ’ (（)）

由此得到平衡方程

!
$$（"!

’）" %"$（"$
’）$ "!

’

!$ #（（"!
’）$ %（"$

’）$）
%

$"!
’

$$

&
!
$$（"!

’）$ %"$（"$
’）$

!$ #（（"!
’）$ %（"$

’）$）
% $

$







$
"!

’ & ’，

!
$$（"!

’）$ "$
’ %"$（"$

’）"

!$ #（（"!
’）$ %（"$

’）$）
% $"$ "$

’

&
!
$$（"!

’）$ %"$（"$
’）$

!$ #（（"!
’）$ %（"$

’）$）
% $"









$ "$
’ & ’ ( （*）

方程（*）有解

"!
’ & ’，"$

’ & ’ ( （+）

"!
’ & ’，"$

’ & !$!，

"!
’ & ’，"$

’ & #!$! (
（,）

"$
’ & ’，"!

’ & !$!，

"$
’ & ’，"!

’ & #!$! (
（-）

方程（)）的一次近似方程为

##
$ % $

$$#
! & ’，

##
! # $"$

#
$ & ’ (

（.）

其特征方程为

（!$）&
$
$$ $

$ # $"$
& ’ ( （/）

由此得到

$$ & # 0"$

$$ ，

$! & 1"$ ，$$ & # 1"$
为一对纯虚根，利用命题 $ 不能判断其稳定性 (

2 3 转动相对论 4156/7-- 系统平衡稳定

性的直接方法

对转动系统的相对论性 4156/7-- 函数 %"沿自

治系统受扰运动方程（$$）求对时间 & 的导数，有

+#%"（"’ %#）
+ & &

+%"（ !’（"’ %#），"’ %#）

+ &

& "%"
"!’

"!’
""% %"%"

""( )%
!

##%

& "%"
"!’

"!’
""% %"%"

""( )%
!

8（""%&）!
"%"
"!’

"!’
""& %"%"

""( )&
!

& ’ ( （"’）

那么，利用#$%&’()直接法，得到

命题 ! 如果 "& & "&’（&& !，⋯，$(）是转动相

对论 4156/7-- 自 治 系 统 的 平 衡 位 置，若 相 对 论 性

4156/7-- 函 数 满 足 %"（ !’（ "&’ ），"&’ ）& ’，且

%"（ !’（"&’），"&’）在 "& & "&’ 的邻域内是定号函数，则

系统的平衡位置是稳定的 (
如果 %"（ !’（"&’），"&’）$’，可取 ) 函数为

) & %"（ !’（"%’ %#），"&’ %#）# %"（ !（"&’），"&’），

则此命题仍成立 (
可以证明，对于转动相对论 4156/7-- 非自治系

统，将相对论性 4156/7-- 函数 %"沿非自治系统受扰

运动方程对时间 & 求导数，有

+#%"（"’ %#）
+ & &

+%"（ !’（"’ %#），"’ %#）

+ &

& "%"
"!’

"!’
"& %"%"

"& % "%"
"!’

"!’
""% %"%"

""( )%
!

##%

& "%"
"!’

"!’
"& %"%"

"& % "%"
"!’

"!’
""% %"%"

""( )%
!
（""%&）!

8 "%"
"!’

"!’
""& %"%"

""& %"
%"&
"!’

"!’
"& %"

%"&
"( )& !

$ ’，

（"!）

因此，命题 " 不成立 (

9 3 转动相对论 4156/7-- 系统的平衡稳

定性与经典 4156/7-- 系统的平衡稳

定性的关系

在（ #’’ ）%!’ 的经典近似下，取 ! #（ #’’ ）
$ :!$! ’ 关
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于（ !!" ）
! ""!

" 的幂级数展开式的前两项，则相对论性

动能函数为

#!$ " %# ""!
" $ %# ""!

"（% $（ !!" ）
! "!"!

" ）

& %
! %# "（ !!" ）

! & #$ ，

相对论性转动惯量

%" & %# " " % $（!" " ）
! ""!# " " %# " ，

转动系统的相对论性 ’()*+,-- 函数$&! & &!（ %"（ ’，

#），’，#）"&（ ’，(），相对论性 ’()*+,-- 函数组

$)!# & )!#（ %"（ ’，#），’，#）& )#（ ’，#），

本文给出经典转动 ’()*+,-- 系统的平衡稳定性［.］/

［%］ ’()*+,-- 0 1 %2!3 *+,(-".(/ 0+1’2-1（456 7,)*：89: ;,<<5=5

>?@< / A),B(C5DE5 F G）

［!］ :HDI(<<( F 9 %2JK 345,6(’"4,1 47 #824$2’".(/ 92.8(,".1 !（456

7,)*：:>)(D=LM5)<H=）

［K］ 95( N O，:+( F ;，P+HD= 7 N HDC Q? R ’ %22S *+,(-".1 47 &"$:;

8477"(, 0+1’2-（’5(T(D=：’5(T(D= GDUI(I?I5 ,- V5E+D,<,=W A)5UU）（ (D

;+(D5U5）［梅凤翔、史荣昌、张永发、吴惠彬 %22S ’()*+,-- 系统

动力学（北京：北京理工大学出版社）］

［.］ 95( N O，:+( F ;，P+HD= 7 N HDC P+? R A %223 0’(<"/"’+ 47 94’"4,

47 =4,1’$(",26 92.8(,".(/ 0+1’2-1（’5(T(D=：’5(T(D= GDUI(I?I5 ,-

V5E+D,<,=W A)5UU）（(D ;+(D5U5）［梅凤翔、史荣昌、张永发、朱海平

%223 约束力学系统的运动稳定性（北京：北京理工大学出版

社）］
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