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借助计算机代数系统 ()*+,-)*./)，利用双曲函数法找到了组合 012方程（34-5.6,1 012 789)*.46）的精确孤立波
解，包括钟型孤立波解和扭结型孤立波解 :在此基础上又对双曲函数法的思想进行了推广，从而获得了其更多的显
式精确解，包括间断型激波解和指数函数型解 :这种方法也适用于求解其他非线性发展方程（组）:
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& E 引 言

求解非线性偏微分方程，长期以来是物理学家

和数学家研究的重要课题 :近年来，齐次平衡法［&—D］

得到了广泛的应用［’—&&］:文献［&%］在该法的基础上，
提出了双曲函数法，并且用这种方法成功地找到了

若干非线性方程的精确孤立波解 :文献［&#］对该法
又作了进一步的完善以求找到非线性方程的更多的

精确解 :该方法的优点是借助计算机代数系统如
()FG,，()*+,-)*./)等可以快速高效地完成 :
本文用双曲函数法，借助 ()*+,-)*./) 软件，成

功得到了组合 012方程［&’］
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（"，#，$为不等于 $的常数）的 ’组孤立波解 :又在
此法思想基础上对其进行了推广，获得了方程（&）的
更多精确解 :该方法也同样适用于求解其他非线性
发展方程（组）:

% E 组合 012方程的精确孤立波解

’()( 双曲函数法简介

文献［&%］提出的双曲函数法，简述如下：对于方
程，比如两个独立变量 "，!

#（$，$!，$"，$""，⋯）I $: （%）

考虑其行波解
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可将方程（%）化为关于%的常微分方程 KL7，假设
其解为
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(“通过平衡微分方程 KL7的最高阶微分项和

非线性项的阶数”来确定（文献［&#］则指出这样确定
的是 ( 的最大值，建议从 & 开始取起）:接着把（’）
式代入 KL7，再利用（N）式化简所得到的方程，使得
方程各项满足两个条件：!）只有 + 和 . 的幂次项；

"）. 的幂次不大于 & :然后合并 + 和 . 的同次幂项
并取系数为零，就可以得到一个包含所有待定系数

的非线性代数方程组 =O7P:求解此 =O7P最终可有
希望 得到非线性发展方程的精确解 :以上工作手工
推导比较麻烦，借助计算机代数系统如 ()FG,，()*+@
,-)*./)等可以快速高效地完成 :

’(’( 组合 !"#方程的孤立波解

为简化起见，先对方程（&）作变量代换，! I
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# "%，# $ #%并略去自变量上的撇号，则方

程（"）成为
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其中#$ #!$!
"
#

"’ )后面的求解将针对（"%）式进行 )

按照双曲函数法，平衡方程（"%）中非线性项
!’ !" 和最高阶导数项 !"""，得 $ $ "，从而得到方程
（"%）相应的非线性代数方程组 *+,-为
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利用计算机代数系统 345678459:4直接求解方程组
（0），有一定的难度 )通过分别取方程组（0）中 %" $ (
和 )" $ (，可得方程（"%）的 /组精确孤立波解，它们
分别为：
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其中 ’，* 为任意常数，& $ . ’#（ (’ & ’）
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求 ! 为实函数，同样应 (’ > "，#? (或 (’ ? "，#> ()
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其中 ’，* 为任意常数，& $ . ’’# . =’
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)若要求 ! 为

实函数，则应#> ()
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其中 ’，* 为任意常数，& $ . ’（"1 & ’’#）
’#

)若要求 !

为实函数，也应#> ()
上面第 "，’组解是钟型孤立波解，而 #，/ 组解

是扭结型孤立波解 )

# B 方程（"%）的其他精确解

!"#" 方法的探讨

实际应用中可以发现，文献［"’］中介绍的双曲
函数法，由于限定了函数 + 和 , 的具体取法，所以其
找到的解的类型就受到了限制 )实际上，我们还可以
取其他类型的函数 + 和 ,，只要它们满足以下两个
条件：

"）C +C%
，
C,
C%
都是 +（%）和 ,（%）的多项式；

’）,’ 可以表示为 +（%）的多项式 )
这种方法的思想就可以推广开来，以找到非线性发

展方程的更多的精确解 )不难知道，这里条件 "）保
证了 + 和 , 对%的各阶导数都是 +（%）和 ,（%）的多
项式，从而可以做到 ’B"节中的!）；条件 ’）保证了
可以做到 ’B"节中的"）)由于满足以上两个条件的
函数有很多，故可以很方便地选择合适的 +（%）和
,（%）来求解非线性发展方程 ) 下面以方程（"%）
为例 )

!"$" 方法的应用

仿文献［"’］的做法，取
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用和前面同样的方法，得方程（!"）在此时对应的
#$%&为
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用 345678459:4对此非线性方程组进行求解，又得到
方程（!"）的 +组精确解：
情况 1
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求 & 为实函数，则应!? -2
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2若要求 & 为

实函数，也应!? -2
一般而言，情况 !，+，*，) 代表非线性方程的孤

波解，而情况 1，/表示间断激波解 2
再如，取
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其中 + 为任意常数，则
A *
A"

0 ’ ,+，
A,
A"

0 *,，,+ 0 ! ’ *+， （!.）

得方程（!"）在此时对应的 #$%&为
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用 34578459:4对此非线性方程组进行求解，又得到
方程（!"）的 +组精确解 2
情况 ,

& 0 ’ *
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"!（! ( ++ 7+（ #’’ "(( )））
， （+-）

其中 #，) 为任意常数，" 0 #* ’ >#
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2若要求 & 为实函

数，应!B -2
情况 .
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其中 #，) 为任意常数，" 0 ’ +#* ’ >#
!

2若要求 & 为

实函数，应!? -2
如果选择其他合适的 *（"）和 ,（"），将有希望

获得方程（!"）其他类型的精确解 2

) C 结 论

本文用双曲函数法成功得到了组合 DAE 方程
的 )组精确孤立波解，又进一步对双曲函数法的思
想进行了推广，总结出选择函数 * 和 , 的两个充分
条件，使其应用更为方便，应用范围更为宽广 2接着
在此条件的指导下，改变了函数 * 和 , 的具体形式，
又获得了组合 DAE方程的若干组精确解 2相信在非
线性发展方程的求解中，该法将会发挥其重要的

作用 2
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