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托卡马克等离子体的三角形变和拉长比对约束和磁流体稳定性有很强的影响，因此在托卡马克装置极向场设

计中，在基于物理和工程考虑所预先选定的等离子体平衡位形几何参数下，如何优化确定外部极向场线圈位置和

电流，是一个具有重要实际意义的研究课题 (为优化确定托卡马克极向场线圈，给出了一个有效的多变量平衡优化

方法，能以事先规定的等离子体平衡位形的一些几何参数为目标函数，优化确定极向场线圈位置和电流 (并应用它

于 )*+,- 平衡位形计算，得到了所需的结果 (
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! / 引 言

在非圆截面的托卡马克装置中，等离子体平衡

位形参数，三角形变和拉长比对等离子体约束和磁

流体稳定性有很大的影响［!］，大的三角形变和高的

拉长比能使托卡马克的临界!0 大大提高，也是获得

高约束等离子体的前提 (理论和实验证明，对于 ! 1
% 垂直位移不稳定性，正的三角形变即 2 形截面，同

椭圆和反 2 形截面的等离子体相比，其垂直位移不

稳定性增长率是最小的 (等离子体平衡位形参数还

和偏滤器的结构设计紧密相关 ( " 点位置和偏滤器

的深度（" 点到偏滤器外靶板的距离）有关，对于封

闭偏滤器，增大偏滤器深度将有利于脱靶等离子体

的形成［"］；同时等离子体分界面在偏滤器靶板上的

轰击点位置，对靶板热负荷分布和杂质排除有很大

影响［"］(但另一方面，等离子体位形参数受到物理和

工程上的限制，垂直位移不稳定性限定了等离子体

的拉长度；单个极向场线圈所能达到最大电流值也

限定了三角形变；特别是对于具有低温超导的纵场

磁体系统和极向场磁体系统的全超导托卡马克（未

来建堆的首选装置），需要考虑到在工作状态下，如

果超导线圈出现电流和磁场变化过大，或者其任一

组极向场线圈电流大于临界电流值，都会破坏超导

磁体稳定性使超导磁体失超，导致托卡马克放电中

止 (该因素也严格限制了位形参数 (因此在托卡马克

装置极向场设计中，如何在满足物理和工程设计要

求的限制范围内，优化确定外部极向场线圈位置和

电流，得到合适的等离子体位形参数，即限定关键的

等离子体位形参数———等离子体大半径，小半径和

偏滤器轰击点坐标，是一个具有重要实际意义的研

究课题 (针对这一问题本文发展了一个多变量的平

衡优化程序 3456(该程序对托卡马克极向场设计、

以及偏滤器的结构设计有重要应用价值 (

" / 托卡马克极向场线 圈 优 化 的 方 法

描述

一般非线性优化问题的数学模型可表述为

789 #（!），! ! $! ，

满足约束条件

%&（!）" %，& 1 !，"，⋯，’；

()（!）1 %，) 1 !，"，⋯，* ( （!）

（!）式中，!! $! 表示 ! 为 + 维欧氏空间中的一个

点（一个 + 维向量），这里指列向量，可表示为 ! 1
（,!，,"，⋯，,! ）*，其中 ,)（ - 1 !，"，⋯，!）为向量 !

的分量 ( #（!），%&（!），()（!）都是 ! 的函数，即 ! 元

函数，#（!）是需极小化的目标函数，%&（ !）和 ()（ !）

是满足约束条件的函数 (托卡马克极向场线圈优化

属于非线性优化问题，可把该问题的目标函数和约

束条件表示为（!）式的形式 (
通常可用两种不同的方法确定极向场线圈的位

置和电流，一个是基于自由边界平衡方法，另一个是

基于固定边界平衡方法 (无论采用哪种方法确定外
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部极向场线圈，都要求解托卡马克等离子体平衡方

程———!"#$%&’#("#)*+ 方程
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其中!!算符记为
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该方程是关于磁通函数!的椭圆型偏微分方程，角

向磁通!的定义为!（!，%）,"
!

4
&’ $（"!.）,"(

!

·$"，" 是平行于赤道面，高为 % 而半径为 ! 的圆

面 3这里"取真空磁导率，!与角向磁场 !) 的关系

为!) ,
2
."

!

! 5

!

#3 其中 $（!）是角向电流函数，

#（!）是等离子体压强，它们都是角向磁通!的函

数 3在两种平衡解法中，都需要给定符合实际情况的

等离子体电流剖面（或安全因子 *）分布，即 $（!）和

#（!）的具体形式 3
采用自由边界平衡确定极向场线圈，需要初始

给定一组试探的极向场线圈的位置和电流，求解平

衡方程得到相应的等离子体位形参数，把它们同事

先给定的等离子体平衡位形参数作比较，通过一定

的优化算法反复调整线圈的位置和电流，求关于位

形参数的目标函数的极小值，直到满足一定的收敛

条件，以此来确定外部线圈 3 &6"789:;" 等［1，0］和 <;==;:
等［>］均采用了自由边界平衡的方法优化确定极向场

线圈 3
采用固定边界平衡确定极向场线圈，不需要首

先给定外部极向场线圈位置和电流，但等离子体边

界必须给定 3其边界可由下式给定：

! , !4 / +8*=（% /&=7)%），

% , +’=7)%， （0）

其中 !4 是等离子体大半径，+ 是小半径，&是三角

形变，’是拉长比 3在等离子体区求解平衡方程，导

出等离子体区的内部解，该磁通解能被认为由等离

子体电流和虚拟的等离子体边界上的导体壳电流产

生 3如果用外部线圈的电流保持等离子体平衡，则这

些线圈电流和虚壳电流将产生相同的磁场，同时要

对外部线圈的位置和电流施加限制，求关于外磁场

的目标函数的极小值，可确定外部极向场［?］3 文献

［@］采用的撒网法就是采取类似上述方法来确定外

部线圈的 3
从上面的方法描述可看到，求解自由边界平衡，

虽然其解是适定的，但改变外部线圈时，会得到不同

的解；求解固定边界平解，其外部线圈解是不适定

的 3因此不论用哪种方法确定外部极向场线圈，都需

要在多个解中根据物理和工程设计限制条件，确定

一组合适的极向场线圈，这正是需要用优化算法来

解决的问题 3本文采用的是满足目标函数的多变量

自由边界平衡优化方法 3使用的优化算法是一个无

约束 最 优 化 的 直 接 方 法———改 进 的 ABCDEE 方

法［F］3 ABCDEE 方法是一种有效的直接搜索方法，直

接法的好处是不需要计算目标函数的导数，迭代比

较简单 3由于托卡马克平衡方程必须数值求解，不能

给出目标函数和优化变量的表达式，故只有采用直

接法 3本文中的目标函数是等离子体 , 点的位置和

内外半径点的位置的变化量，优化变量是基于物理

和工程考虑的在一定的范围内变化的极向场线圈位

置和电流，通过 ABCDEE 优化算法程序反复调用自

由边界等离子体平衡程序 DG［H］，对极向场线圈位置

和电流进行优化计算，使目标函数值最小 3针对这一

问题 本 文 发 展 了 一 个 自 由 边 界 平 衡 优 化 程 序

BADG———- 维极值的直接法的优化计算托卡马克

平衡方程的程序 3该优化方法同文献［@］中使用的多

次撒网的设计方法相比，由于前者使用了 ABCDEE
优化算法，优化变量可连续变化，并自动调整步长，

减少了计算的盲目性；而且可同时对更多的变量进

行优化，因此该优化方法具有更多的优越性 3

!"#" 优化程序 $%&’ 程序的目标函数的选取

对于关于赤道面上下对称的磁偏滤等离子体平

衡位形，当等离子体的电流、压力剖面分布确定后，

固定 , 点或偏滤器靶板撞击点的位置和等离子体

的内 外 半 径 点 的 位 置，等 离 子 体 形 就 基 本 被 确

定［1，0］3如图 2 所示，图中，! 是大半径，+ 是小半径，

分离面上的 ,% I*7)6（, 点），是极向磁场为零的点 3
在 BADG 程序中，目标函数取为

. , /2
!04 - !0

!04
/ /.

%04 - %0

%04

/ /1
!24 - !2

!24
/ /0

!.4 - !.

!.4
， （>）

其中 !04，%04，!24，!.4 是事先所给定的等离子体位

形的 , 点、内外半径点的坐标；!0 ，%0 ，!2，!. 是优

化平衡程序 BADG 计算过程中所得到的等离子体平

衡位形的 , 点、内、外半径点的坐标 3 /2，/.，/1，/0

分别对应目标函数里的各个量的权重因子 3权重因
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子的取值很重要，因为它涉及到对目标函数中各分

量的均衡 !此外，在目标函数里，还可加入极向场线

圈储能和价值花费等来自工程的限制 !

图 " ! 点和等离子体的内外半径点的位

置可基本确定等离子体位形

!"!" 优化程序 #$%& 程序中的优化变量的约束条

件的实现

等离子体的平衡优化问题实质上是有约束条件

的非线性优化问题，当把无约束最优化的计算方法

推广到有约束条件的问题时，会碰到很多困难 !特别

是对于非线性约束，困难更大 !但是，如果问题中只

有一些很简单的约束，可以把问题经过适当变换后，

变成无约束问题，这样就能使用无约束最优化的许

多有效算法 !在本文中的优化问题中，显然不能给出

目标函数与优化变量的直接关系（函数表达式），因

此只能通过变量代换变约束问题为无约束问题 !对
于简单的变量约束条件，如变量满足 "#! $#! %# ，#
# "，⋯，& !可作如下的变换：

$# # "$# %（%# & "$# ）·
’
!

()*+,（$$# ），

其中，"$# #
"# % %#

’ !

当 $$# # & -时，

()*+,$$# # & !’ ，则 $# # "# ；

当 $$# # % -时，

()*+,$$# # !’ ，则 $# # %# !

经过变量变换后变量仍满足约束条件，即把有约束

条件的变量 $#（"#!$#!%# ，# # "，’，⋯，&）变为无约

束条件的变量 $$ #（ & -! $$ #! % -，# # "，’，⋯，

&）!本文中平衡优化问题中的优化变量是极向场线

圈的位置和极向场电流，基于物理和工程的考虑它

们的取值范围都局限于在某一区间内，如实验诊断

窗口、抽气口、真空室的位置、形状等因素，都限制了

极向场线圈的位置，极向场电源系统、超导线圈等因

素也对线圈电流的取值范围有一定限制 !这些限制

条件可用矩形区域表示，即线圈位置和电流都能表

示为 "#!$#!%# ，# # "，’，⋯，&，因此可用上述的变

量变换 方 法 ! 这 样，就 能 在 平 衡 优 化 问 题 中 应 用

./0122 方法———目前是最有效的无约束极值的直

接搜索法 !
在该问题中，为使 ./0122 算法更好地实现自

动调整变量步长进行搜索，可对反正切函数图像（变

换曲线）适当展宽，即通过某一常数因子对反正切函

数作适当拉伸，方法如下：

$# # "$# %（%# & "$# ）·
’
!
()*+,（’$$# ）， （3）

’ 为某一常数 !

图’ 给出了函数 (# #
’
!

()*+,（ ’$$# ）在 ’ # "，

45"，4546 时图像比较，当 ’ 值取较小的正数时，该

函数图像在坐标原点附近变得平坦了，这种处理正

是程序中所需要的 !

图 ’ $ # ’
!

()*+,（’$$# ）分别在 ’ # "，45"，4546 时的图像

75 /.18 程序应用于线圈优化的结果

9:;<= 是中科院等离子体所正在建造的下一代

非圆截面超导托卡马克装置，真空室形状是 > 形，

由于装置的真空室空间较大，为充分利用真空室空

间，在满足 9:;<= 的物理设计提出的等离子体参数

的前提下，希望将来实验中可运行两种典型的偏滤
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器位形的等离子体位形，即大体积（胖 !）和大拉长

比（瘦 !）双零磁偏滤等离子体平衡位形 "胖 ! 是为

了充分利用真空室空间而获得大体积的等离子体平

衡位形，瘦 ! 是为了获得大拉长比参数的等离子体

平衡位形 "

!"#" $%&’( 瘦 ) 平衡位形所对应的极向场线圈电

流的确定

为了实现瘦 ! 位形，需要以瘦 ! 等离子体平衡

位形参数为目标函数，用优化方法来确定极向场线

圈 "瘦 ! 平衡位形参数见表 # " ! 是等离子体大半

径，" 是等离子体小半径，# 是拉长比，!分别是等

离子体的三角形变，!$，%$ 分别是 & 点 ! 方向、%
方向位置坐标 "从工程和装置的可接近性出发，预先

确定了极向场线圈位置，线圈位置和尺寸如图 $，其

具体参数见表 % " 由于给定的极向场线圈关于赤道

面上下对称，表 % 只给出了上半平面的数据，其中

!，% 分别是每个极向场线圈的中心位置，&!，&%
分别是每个极向场线圈截面尺寸，’(’’ 是每个极向

场线圈在大环向上的长度 "使用 )*+, 程序时，不改

变线圈位置，仅把所有线圈电流值作为优化变量，同

时对各线圈电流值施加一定的限制范围（约束条

件）"并任意输入一组极向场线圈电流值作为初始优

化变量，表 $ 给出了这组初始电流值大小，其中极向

场线圈电流单位是安培（-），由该组初始电流值确

定的等离子体平衡位形参数见表 . " 虽然初始平衡

位形（表 .）与瘦 !（表 #）的参数相差甚远，但通过

)*+, 程序进行优化计算，得到了以瘦 ! 等离子体

参数（表 #）为目标函数的极向场线圈电流值，见表

/ "计算结果也表明初始优化变量的选择对最终结果

的获得没有大的影响 "

表 # 瘦 ! 位形的双零磁偏滤等离子体参数

!01 "01 # ! !$ 01 %$ 01

#234 52$6 #26 52/3 #2/7 523/

表 % 极向场线圈的中心位置、尺寸

89" !0:1 %0:1 &!0:1 &%0:1 ’(’’ 长度01

*;# 7$24#7 %%25$$ #.2$$6 .#2#35 52/7# < #5$

*;$ 7$24#7 772566 #.2$$6 .#2#35 52/7# < #5$

*;/ 7$24#7 ##52#7/ #.2$$6 .#2#35 52/7# < #5$

*;3 #5/2447 #47254# %32733 .#2#35 52#47 < #5.

*;6 %6523#7 #3625$4 #.2$$6 %#254/ 52#%4 < #5.

*;## $#724/4 4325$5 427%% #32574 527$3 < #5$

图 $ 极向场线圈位置和尺寸（半平面）

表 $ 一组初始极向场线圈电流值

*;#0- *;$0- *;/0- *;30- *;60- *;##0-

= %5$555 %3$555 /$6555 %5$5555 = /3.555 = %##%5

表 . 表 $ 所对应的胖 ! 位形的双零磁偏滤等离子体参数

!01 "01 # ! !$ 01 %$ 01

#26/ 52/7 #27. 523% #2/. 526%

表 / 瘦 ! 位形所对应的极向场线圈电流值

*;#0- *;$0- *;/0- *;30- *;60- *;##0-

= #3/555 %/6555 4%7555 $3%.555 = 3#.555 = $/#$75

!"*" 胖 ) 平衡位形所对应的极向场线圈的确定

在托卡马克装置设计中，增大偏滤器深度（&>
?9@AB 到外靶板间的距离）有利于脱靶等离子体的形

成，在胖 ! 位形和相应的偏滤器结构中，要求偏滤

器深度约为 $5 :1" 此外要考虑到真空室内必须留

有充分的空间放置靶板的支撑部件等因素 "基于这

些考虑，需要以一合适的胖 ! 等离子体平衡位形参

数为目标函数，用优化方法来确定极向场线圈 "胖 !
平衡位形参数见表 7 "

表 7 胖 ! 位形的双零磁偏滤等离子体参数

!01 "01 # ! !$ 01 %$ 01

#263 52/. #2/$ 5234 #2/. 524%

我们用 )*+, 程序对该问题进行了优化计算 "
计算时首先采用的方法是保持图 $（表 %）中的极向

场线圈位置不变的条件下，仅对所有极向场线圈电

流进行优化 " 计算结果表明，不改变极向场线圈位

置，仅优化极向场线圈电流，不能得到所需等离子体

位形 "因此需要把部分线圈位置放开，也作为优化变

量 "即同时把 3，6，## 号极向场线圈位置和所有线圈
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电流都作为变量进行优化计算 !在该条件下我们得

到了符合要求的胖 " 等离子体平衡位形 !下面给出

优化得到的线圈位置、电流解 !

表 # $%&’ 计算得到的 %(#，%()，%(** 极向场线圈中心位置

+,! !-./ "-./

# )01234 *561054

) 74)1476 *#51)6*

** 2*61266 5#1026

表 5 $%&’ 计算得到的极向场线圈电流

%(*-8 %(2-8 %(4-8 %(#-8 %()-8 %(**-8

9 747451) 72273712 2#252#14 2#6034515 9 65673317 9 22640012

表 6、表 #、表 5 中的数据表明，通过在一定范围

内优化极向场线圈位置和极向场线圈电流，可以得

到所需的等离子体位形 !从工程和装置的可接近性

出发，部分极向场线圈的位置是可以进行适当改变

的，因此根据优化结果可调整部分线圈的位置 ! 同

时，我们在新得到的极向场线圈位置下，通过 $%&’
程序优化计算极向场线圈电流值，很容易能再次得

到瘦 " 等离子体参数（表 *）!图 3 给出表 7、表 # 两

组极向场线圈位置的平面坐标图，从图中可看出

%(#，%() 线圈和 :;<#= 原极向场线圈位置相差较

大 !但正是这些线圈位置的改变和电流的变化，才得

到了符合要求的等离子体位形 !
为充分利用真空室空间，在满足 :;<#= 的物理

设计提出的等离子体参数和超导磁体不失超的前提

下，应用 $%&’ 程序还可以得到多个典型的等离子

体位形，圆截面、双零、单零位形，增加将来放电实验

的灵活性 !

图 3 原 :;<#= 极向场线圈位置和优化解极向场线圈

位置的比较

31 结 论

通过 %$>&?? 优化算法耦合自由边界平衡计

算的方法，在事先所规定的等离子体几何位形参数

为目标函数下，能有效地优化确定等离子体平衡时

外部极向场线圈位置和电流 !由此，我们发展了一个

基于自由边界平衡计算的多变量优化程序 $%&’，

该程序对托卡马克极向场设计、以及偏滤器的结构

设计有重要应用价值 !把它应用于 :;<#= 平衡位形

计算中，得到了满足所需等离子体位形参数的外部

线圈解 !今后，我们准备在已有的工作基础上用遗传

算法（基因算法）来做托卡马克极向场线圈的优化问

题，遗传算法通常被认为能解决全局优化问题 !

［*］ @ABBAC D &，EFG ; @，HFIJKL M D FLJ +FN/FOFJK ( 700* #$%&’%

#()*+$, %-. /0%1, 213+’+4%3+)- *)( 30, 5.6%-7,. 8)9%’%9 #):,(

#$%-3，5!;</<58 %%%?<24#2
［7］ P,B.Q : M ,3 %$ *))) #$%&’% #0=& ! >)-3()$ ! ?@&+)- !" 830*
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#0=&+7& A%B)(%3)(= $.R,OAI
［3］ MRIK.SCAI " H，%ALT U @ E，%,/VQIAW + FLJ HFIJKL M D *))0 #(+-C

7,3)- #$%&’% #0=&+7& A%B)(%3)(= HFLGFIW
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>)’1@3%3+)-%$ #0=&+7& %# *—*0#
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