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分析和计算了双结超导环在无偏置电流时的磁通、环流、自由能与外磁场的关系 *发现双结环与单结环在磁场

中的行为有所不同 *当两个结的 !+ 相等时，双结环在 ! ,!- "!"!+
"#

, "时，若无偏置电流，总磁通"、环流 ! 与外磁

通". 的关系仍然是非回滞的曲线 *仅当!"" 时，曲线才出现回滞 *另外双结环有两支解，并且每支解的周期为

""# *
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!国家重点基础研究项目（批准号：0!(((#1&12#(）资助的课题 *

! 3 引 言

超导态是宏观量子状态，具有宏观量子相干效

应 *超导环中磁通量子化是超导宏观量子相干现象
的具体表现 *特别是在环中插入一个或几个超导 452
6.78659结的超导环，其行为随外加磁通周期变化 *
由此人们制成了超导量子干涉仪，即 :;<=>（6?7.@2
+59A?+BC9D E?F9B?G C9B.@H.@.9+. A.IC+.6）*

:;<=>分为两种，一种是超导环中插入两个 452
6.78659结的 A+ :;<=>，它用大于临界电流的直流电
流作偏置 *此时结上的电压随外加磁通周期地变化，
其周期为磁通量子"#（"3#% J !#K !’L·G"）［!］*另一种
是在超导环中插入一个结的 @H :;<=>，它与一个射
频谐振回路相耦合，当谐振回路中注入一个与谐振

回路的谐振频率相近的射频电流时，谐振回路上的

射频电压随环中的外磁通". 周期地变化，其周期

也是"#
［"］*人们已经知道［)］，对于包括一个 456.782

659结的超导环（@H :;<=>），视其环路电感 " 和临界
电流 !+ 的大小不同，其行为可分为两种情形 *当电

感参数!-
"!"!+
"#

, !时，环中的总磁通" -". M "!

是". 的单值函数，"2". 曲线没有回滞，此时 @H

:;<=>工作在非回滞模式（又称电感模式）*当!"!
时，"是". 的多值函数，"2". 曲线有回滞，@H :;<=>
工作在回滞模式（又称为耗散模式）*
对于含有一个 456.78659结的超导环，!"!和!

, ! 的行为明显不同 *而对于具有负的临界电流的
456.78659结，即所谓的!结，人们也进行了研究 * :C2
D@.6B和 NC+.［&］因此提出了判断高温超导体是 A波配
对的位相敏感实验的建议 *他们指出由于 A波对称
性，在包含一个!结的超导环中，如果此环的! -
"!" O !+ O
"#

P !，则在外磁场为零时会发生自发磁化 *

不久 L6?.C等［’］指出对于多结超导环，当存在奇数个

!结时，在!P !的情况下会发生自发磁化 *当!#!
时，自发磁化磁通为"# Q" *他们在三晶衬底上制作
了三晶环，完成了令人信服的高温超导体序参数 A
波对称性的位相敏感实验 *他们［1］进一步的实验证
明，随着温度从低温上升到接近超导转变温度 #+

的很宽温区，自发磁化磁通都基本上等于"# Q" *
为了说明 L6?.C等［1］实验上观察到的自发磁化

磁通与温度的关系，我们［%］分析和研究了多结超导

!环的自发磁化 *模型计算表明多结超导!环与单
结!环不同，当!, !时同样有自发磁化产生，这不
仅说明了 L6?.C等观察到的自发磁化与温度的关系，
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而且说明多结超导环的性质与单结环明显不同 !
本文的目的是研究具有普通 "#$%&’$#( 结的多

结超导环无偏置电流时在外磁场中的行为，结果表

明，它与单结环有明显差别 !对于双结环，若两结的

临界电流相等，!)
*!!"+
",

- *时为非回滞模式，!!*

才进入回滞模式 !而且双结环具有两支独立的解 !每
支解的周期为 *",，而不是", !

* . 单结超导环和多结超导环

!"#" 含有一个普通 $%&’()&%* 结的单结超导环的
行为［+］

图 / 为单结环示意图 !图中 "+ 为结的临界电
流，! 为环电感，#为结两端超导波函数的相位差，

"% 为外磁通，"为 01234环内总磁通，它满足如下
条件：

# 5 *!"",
) *#!! （/）

图 / 单结环示意图

图 * 多结环示意图

总磁通"的方程为
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可见当!- / 时，"8"% 曲线连续可微，" 是",

的单值函数，单结环工作在非回滞模式 !
当!!/时，（*）式有奇点，"8"% 曲线是多值函

数，单结环工作在回滞模式 !

!"!" 多结超导环在外磁场中的行为

图 *为多结环示意图 !设超导环上有 $ 个结，
为了简单起见，假设各个结的临界电流 "+ 完全相
同，则其超导波函数量子相位差满足方程

#/ 5#* 5 ⋯ 5#$ 5 *!"",
) *#!! （9）

因各结完全相同，则#/ )#* )⋯ )#$，得

#/ 5 *!
$
"
",

) *#
$!! （:）

同样总磁通

" ) "% 5 !" ) "% 7 !"+ $6(（*! "$",
7 *#

$!），

（;）
对"% 偏微分

""
""%

) /

/ 5 !$ +#$ *! "$",
7 *#

$( )! ! （<）

由上式可以看出如下几点与单结环不同的结果：

/）当!$ - /，或!- $ 时，"8"% 曲线是连续可微

函数（非回滞模式）!
仅当!!$ 时，（<）式才有奇点，"8"% 曲线是多

值函数（回滞模式）!
*）"8"% 曲线有多支解 ! # 取不同的值得到不同

的解，共有 $ 支独立的不同的解 !
9）每支解的周期是 $", !

9 . 双结环（$ ) *）的数值计算结果

+"#" 双结环的!,!’ 特性曲线

在双结超导环中，我们假设两个结具有相同的
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临界电流值 !!，即 !!" # !!$ # !!，此时的磁通方程（%）
变为

! # !& ’ "!! ()* !!!+
’ #( )! , （-）

方程（-）可变换为

!&

!+
# !!+

. "$!
()* !!!+

’ #( )! , （/）

按方程（/），当"# "0%时的图形如图 1所示，很
容易看出，对应于 # # + 和 # # " 两种情况，曲线有
双支解，周期均为 $!+ ,与单结环最为明显的不同是
曲线无回滞，即在"2 $ 但" 3 " 时，每一支解仍然
是处处连续可微和无回滞的 ,
当"!$时，图形如图 4所示 ,!5!& 曲线出现回

滞 ,它仍然是双支解，每一支解的周期为 $!+ ,

图 1 "# "0%时!5!& 曲线

图 4 "# %时!5!& 曲线

!"#" 双结环的 !$!% 特性曲线

已知环流 ! 满足方程

! # ! ’!&

" , （6）

将（/）式代入（6）式，则可推出

!
!!

# ! ’!&

"!!
# ’ ()* !!!+

’ #( )! ， （"+）
其中!和!& 的关系由（/）式给出 ,（6）和（"+）式的
计算结果见图 %和图 7 ,

图 % "# "0%时 !8 !!5!& 曲线

图 7 "# %时 !8 !!5!& 曲线

从图中可见，! 8 !! 5!& 曲线有双支解，每支解的

周期为 $!+，当"!$时曲线有回滞 ,

!"!" 双结环的自由能特性曲线

设双结环的自由能为 $，它包括环流的磁能和
两个 9:(&;<(:*结的耦合能
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在（!"）式中，归一化自由能与外磁通!# 和"
有关 $它在"% "和"!"的关系曲线如图 &和图 ’
所示 $另外无论"取何值，都有双支解 $当"% "时，
每一支解都是外磁通的单值函数 $

图 & "( !$)时 !*!+ ,!# 曲线

图 ’ "( )时 !*!+ ,!# 曲线

-. 讨 论

由以上的计算可以看出，即使在" % " 时的非
回滞情况下，在无偏置电流时总磁通!、环流 " 和
自由能 ! 都是外磁通的双值函数，只是两个解分别
属于 # 取奇数或 # 取偶数的不同支 $每一支解的周
期是 "!+ $但如果将两支解合在一起看，仍表现为周

期是!+，如图 /到图 ’所示 $人们会问，实验上可能

观察到的周期是!+ 还是 "!+？为此让我们观察 01,

2#34215结上的位相差#! 和#" 对外磁通的依赖关

系曲线 $对于双结环，（-）式变为

#! (#" ( #!6!!!+
， （!/）

其中总磁通!与外磁通!# 的关系由（&）式给出 $在

非回滞模式下（" % "），对于每一支解，环流 " (
"7 285#! 是外磁通!# 的单值连续函数，不发生跃变

（见图 )），因而对于每一支解，012#34215结上的位相
差#也应为外磁通的连续函数，如果不发生 "#!的
位相跃变，它也应当是单值函数 $图 9 给出了" (
!.)时的#,!$ 关系曲线 $容易看出，两支解都是!#

的单值函数，周期是 "!+，而且彼此不相交 $在!,!#

（图 /）和 ",!#（图 )）关系中，当外磁通为!+ 的整数倍

时，总磁通!和环流 " 的两支解交汇，总磁通都等于
外磁通，环流 " 都等于零 $但由图 9可知，此时两支解
中 012#34215结上的位相差并不相等，而是相差!$在
外磁通连续变化时，结上的位相差也应当连续变化，

因而不会发生从一支到另一支的过渡 $由此可知，对
于"% "的非回滞情形，实验上观察到的总磁通!和
环流 " 随外磁通!# 变化的周期应当是 "!+ $

图 9 "( !$)时#*$,!# 曲线

对于": "的回滞双结超导环，情况有所不同 $

在外磁通使
;!
;!#
为无穷大时的特殊点，超导环将发

生磁通跳跃，在磁通跳跃瞬间，012#34215结上的相位
差也将发生跃变，此时环的状态很容易从一支解跳

跃到另一支解 $例如在图 - 和图 < 中，当外磁通!#

达到 % 点时发生磁通跳跃，系统可能跳到 & 点（与
% 点同一支解）或 ’ 点（另一支解），但 ’ 点的环流 "
和 012#34215结上的量子相位差#! 与 % 点的值更接
近，因而跳跃的终态更可能是 ’ 点，而不是 & 点 $由
于发生两支解之间的磁通跳跃，此时实验上观察到

的!,!# 的周期应当仍是!+ 而不是 "!+ $对上述问
题进行深入的实验研究是有兴趣的课题 $
双结超导环在"!" 时才进入回滞模式，这在

实际应用中是有意义的 $人们已经知道［’］，工作在非
回滞模式的 => ?@ABC，当 (" )": !时（) 是射频谐振
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器的品质因素，! 是 !"#$%与谐振器之间的耦合系
统），具有较大的传输函数，因而可以得到低的噪声

和高的灵敏度 &现在高性能的 "#’ () !"#$%都是工
作在非回滞模式［*］&按照 +,-.’/［01］的 "#’ () !"#$%
噪声理论，非回滞模式的 () !"#$%的电感 $ 有最佳
值区间，大约在 01123到 41123&在此区间内器件的
磁通噪声最小，在此区间之外，噪声迅速增大 &对于
单结 () !"#$%，为了使!5 0，67.-2,.78结的 %’ 必须
很小，约为 0 到 4!9&制作这样小临界电流的结，工
艺上是较困难的，因而器件的成品率较低 &双结环 ()
!"#$%在!5 :时都工作在非回滞模式，这样可使高

#’ 67.-2,.78结的临界电流的允许值扩大一倍 &因而
在工艺上较易实现 &

; < 结 论

从以上计算和分析可以看出：具有两个 67.-2,=
.78结的超导环与单结环在磁场中的行为有所不同 &
对两结相同的双结环，若无偏置电流，在 0 5! 5 :
时，总磁通"、环流 %、自由能 & 仍是外磁通"- 的单

值函数，不存在回滞 &仅当!!: 时，曲线才出现回
滞 &双结环对应于 ’ > 1，0时各有一支解，共有两支
解，并且每支解的周期为 :"1 &
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