
关于三维各向同性谐振子径向矩阵元计算的讨论!
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根据广义 ’()*+,,+多项式的数学性质，导出了较为简单的三维各向同性谐振子径向矩阵元的普遍公式，并在这
基础上计算了一些重要特殊情形的径向矩阵元：矢径 ! 整数次幂的平均值，电偶极跃迁矩阵元和电四极跃迁矩
阵元 -
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!江苏省教育厅自然科学基金资助的课题 1

" 1 引 言

三维各向同性谐振子是量子力学中最重要的可

解势之一，对它的研究不仅具有重要的理论意义，同

时也在核结构理论等的研究中有实际意义［"，!］-对于
径向矩阵元的计算已经有过讨论［.，2］-文献［.］给出
了矢径 ! 整数次幂径向矩阵元的一般表达式，文献
［2］给出了径向矩阵元的递推公式 -但矩阵元的一般
表达式较为复杂，难以直接应用，而递推公式因缺少

一些特殊值而难以实施 -本文根据广义 ’()*+,,+多
项式的数学性质，导出了较为简单的径向矩阵元的

普遍公式，并在这基础上计算了一些重要特殊情形

的径向矩阵元：矢径 ! 整数次幂的平均值，电偶极跃
迁矩阵元和电四极跃迁矩阵元 -这些结果为实际应
用提供了方便 -

! 1 矩阵元的一般表达式

采用自然单位（! 3" 3# 3 "），三维各向同性
谐振子的径向方程为［!］

"4 5 "
! "6 5 !# 7 !! 7 $（ $ 5 "）

![ ]! " 3 #-（"）

令

"（ !）3 !$ +89（7 !! :!）%（ !）， （!）
再令

$ 3 !!，
可得

$
;! %
;$

! 5 $ 5( ).
! 7[ ]$ ;%

;$

5 "
! # 7 "

! $ 5( )[ ].
! % 3 #1 （.）

而物理上允许的解要求 % 前面的系数为 # 或者负
整数，即
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方程（2）即化为 ’()*+,,+ 方程［0］，其解为广义

’()*+,,+多项式 ’$ 5 "
!&!
（$）-所以径向波函数具有如下

形式：
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式中 &! 和 $ 分别为径向量子数和角量子数 -利用广
义 ’()*+,,+多项式的正交归一关系［0］
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可以得径向波函数的归一化系数
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本文给出的径向波函数形式具有归一化常数较为简

单和便于使用广义 ’()*+,,+ 多项式的数学性质等
优点 -
用（0）式及广义 ’()*+,,+ 多项式的一个重要积

分公式［0］
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即可以方便地导出矢径整数次幂径向矩阵元的普遍

公式
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这一表达式较文献［0］给出的简单 3

0 1 矢径 % 整数次的幂平均值

令（2）式中 #& % ( #%，&& ( &，即可得到平均值的
计算公式
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当 $ 为奇数时，求和号中 ) 取 "到 #% 之间的整数；$
为偶数时，) 取 "到 456（#%，- $ /. -之间的整数 3
当 $ ( .时，经计算可得
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式中 # ( .#% * & 为主量子数 3 添上自然单位得
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对于 $ ( 7 时，经计算得
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（).）和（)0）式给出的结果与文献［9，:］所给出的结
果相同，该两式的正确性说明我们给出的表达式（2）
和（)"）是正确的 3
对于 % 奇次幂的计算较为复杂，求和的项数与

#% 有关 3下面我们给出了一、三次幂的一些计算结
果（用自然单位）3 对于一次幂，有
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具体地有
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对于三次幂，有
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具体地有
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有了这些具体表达式，奇数次幂也可以用文献［.］给
出的平均值的递推公式了 -

* / 电偶极跃迁径向矩阵元的计算

对于电偶极跃迁，角量子数的选择定则为"! $
0 ’，因此对于电偶极跃迁，只要计算径向矩阵元

〈#"! "" "#1 " ! 0 ’〉-当 !1 $ ! 2 ’时，（(）式中求和号中只
有 $ $ #" 一项，而 #1 " 只可能等于 #" 和等于 #" % ’
两种情形；当 !1 $ ! % ’时，（(）式中求和号中只有 $
$ #1 " 一项，而 #1 " 只可能等于 #" 和等于 #" 2 ’两种
情形 -经计算后可得
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（&*）和（&)）式也可以根据 " 的厄米性由（&&）和（&#）
式推出 -

) / 电四极跃迁径向矩阵元

电四极跃迁的角量子数的选择定则为"% $ !，
0 &-用上节中类似的讨论和计算，对于"! $ 0 &，可
以得到
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对于"! $ ! 情形，当 #" $ #1 " 时，已经由（’&）式给
出；#""#1 " 时，经计算有
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同样根据算符的厄米性，（&(）—（#’）式也可以由
（&.）—（&,）式导出，（##）式由（#&）式导出 -
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