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利用系统的状态反馈和参数调节的方法，有效地实现了离散非线性动力系统的倍周期分岔的延迟控制和混沌

吸引子中不稳定周期轨道的控制 *同时，通过选择合适的调控参数，可以将系统从一个 "! 周期轨道控制到 ""（" +
!）周期轨道 *
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! 1 引 言

"& 世纪 )& 年代以来，由于混沌控制具有深刻

的理论意义和广泛的应用前景而备受关注［!—!"］*一
方面混沌控制的研究加深了人们对混沌的本质认识

和基本的物理理解；另一方面混沌控制的研究成果

在许多工程领域中得到应用或提供了解决问题的新

思路、新途径 *如人体生物医学中的心律不齐控制；

电路系统中因混沌运动导致反常高幅度噪声的消

除；避免机械运动中因混沌行为导致不规则运动，而

使零器件过早因疲劳磨损而损坏等 *在已提出的混

沌控制理论与方法中，有两种主要的控制策略：一是

通过参数调控达到对混沌行为的控制，如 2334/56784
9:4;85<6（缩写为 2/;）控制法［!］，参数共振法［"］；二

是状态变量反馈法，如偶然正比反馈技术［#］，延迟反

馈法［$］，正比变量脉冲反馈法［%］，线性反馈法［’］等 *
这两种策略各有优势与不足，文献［!#—!%］对此进

行了详细的评述 *
本文采用系统变量的状态反馈和参数调节的控

制策略，控制离散非线性动力系统的倍周期分岔和

混沌吸引子中不稳定的周期轨道 *理论分析和数值

研究表明：这种控制策略有三个明显的优点：一是能

稳定嵌套在混沌吸引子中的不稳定周期轨道 *二是

能控制发生在非线性离散系统中的倍周期分岔，通

过延迟和抑制分岔，可以确保在较宽的参数范围内

达到规则行为（如各种周期态）*对于很多由倍周期

分岔通向混沌的非线性系统，抑制分岔的发生，即意

味着消除或延迟出现混沌，从而达到混沌控制的目

的 *其三，这种控制策略可以将系统从一个 "! 周期

轨道控制到 ""（" + !）周期轨道 *

" 1 控制方法

考虑如下的 ! 维离散非线性动力系统

#$=! > %（#$ ，!）， （!）
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式中 !"!#$ ，"! %，!!# 为分岔参数，参数!变化

时，系统（!）发生一系列倍周期分岔，直至混沌 "我们

的控制目标是：设计控制规律，控制给定周期轨道的

稳定性，使得在较大的参数范围内维持所需的周期

轨道，或者镇定混沌吸引子中的不稳定周期轨道 "为
此，我们对系统（!）采用如下的参数调节和状态反馈

控制策略：

!"# & $"’（&）（!" ，!）#（! %"）!" ， （&）

式中 ’ ("( !，& 为某个正整数，’（&）（·）是映射 ’（·）

的 & 次复合函数，" $ ! 时，受控系统（&）退化为原

系统（!）"
定理 ! " 受控系统（&）与原系统（!）有相同的 & 周

期轨道 "
证：系统（!）式经过 & 次迭代后为

!"# & $ ’（&）（!" ，!）" （)）

当系统（!）有 & 周期轨道时，则 !" # & $ !" ，令 !" # &

$ !" $ !（!!#$ ），则由（)）式可得原系统的 & 周期

轨道满足的方程为

! $ ’（&）（!，!）" （*）

同理，当受控系统具有 & 周期轨道时，由（&）式得其

& 周期轨道满足的方程为

( $"’（&）（(，!）#（! %"）(， （+）

即

( $ ’（&）（(，!）" （,）

由（*），（,）两式可知，原系统（!）和受控系统（&）的 &
周期轨道满足相同的方程，定理得证 "

为了便于理解本文的理论分析和数值模拟结

果，有必要对（&）式所示的控制方式作进一步的分

析：当 & $ ! 时，即控制不动点，每步迭代都加入控

制，即控制是采用连续控制方式；当 & - ! 时，由于

’（·）每经过 & 次迭代才加入一次控制，故控制是采

用脉冲方式 "
我们首先讨论 & $ !（不动点）的稳定性控制条

件 " & - ! 的情形将结合数值研究进行具体讨论 "对
于原系统（!）式，不动点处的线性化矩阵为

)! $ !
’（!" ，!）

!!" !" $ !"
， （.）

不动点 !"稳定的条件为：)! 的所有特征值 /#* / ( !
（ * $ !，&，⋯，$）"由此条件可得出不动点 !"稳定时

参数!的取值范围 "
受控系统（&）式在不动点处的线性化矩阵为

)& $"!
’（!" ，!）

!!"
#（! %"）

!" $ !"
" （0）

由于 )& 中引入了调节参数"，故只要选择适当的"
值，就可以确保即使在不动点 !"失稳的!值范围

内，亦可满足 )& 的所有特征值 /#* / ( !（ * $ !，&，⋯，

$），从而使不动点 !"在更大的参数范围内保持稳

定，延迟分岔的发生 " 下面我们以 12345647 映射和

89:2: 映射为例研究上述控制策略的有效性和"的

取值范围 "

) ; 控制 12345647 映象的分岔和混沌

在一维映射中，12345647 映射是典型的由倍周期

分岔到混沌的模型，它的表述形式为

!$#! $ ! %!!&
$ ， !!（’，&］， （<）

（<）式有两个不动点，分别为 !" $ ! # *# ! % !
&!

，$!"

$ %（! # ! # *# !）
&!

，可以证明$!"是不稳定不动点 "

根据有关文献的结果［!,］可知：当 ’ (! ( )=* 时，不

动点 !"是稳定不动点，! $!+! $ )=* 时，发生第一

次倍 周 期 分 岔，出 现 交 替 的 & 周 期 点 !"! $

! % *!# % )
&!

，!"& $ ! # *!# % )
&!

；当 )=* (! ( +=* 时，

& 周期点 !"! ，!"& 轨道是稳定的；! $!+& $ +=* 时，发

生第二次倍周期分岔，出现交替的 * 周期点 "!继续

增加，出现稳定的 0，!,，⋯，&$ 周期点，但周期轨道

稳定时对应的参数!的取值范围越来越小，直到混

沌 "下面讨论利用（&）式表达的控制方法，研究 12>
345647 映射的分岔、混沌控制 "

#$!$%&’()*(+ 映射倍周期分岔延迟的控制

根据（&）式表达的控制策略，& $ ! 时，受控后

的 12345647 映射为

!"#! $"（! %!!&
"）#（! %"）!" " （!’）

受控系统不动点 !"的稳定性条件由（0）式决定，即

/ % &"!!" # ! %" / ( ! " （!!）

由定理 ! 可知，受控系统（!’）与原系统（<）有相同的

周期为 ! 的解，即不动点 !" " 将 !" $ ! # *# ! % !
&!

代入（!!）式，得 !"稳定时的参数条件为

’ (! (!+! # !
"& % !， （!&）

式中!+! $ )=* "当" $ ! 时，’ (! ( )=*，与原系统不

动点 !"的稳定参数范围相同 " 这是必然的结果，因
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为!! " 时，受控系统退化为原系统 #由于 $ %!% "，

有!& ’ & " ( $，故受控系统的不动点 !!的稳定参数

范围大于原系统不动点 !!的稳定参数范围 #例如!
! $)* 时，受控系统发生第一次倍周期分岔的临界

值为"" !""" +!& ’ & " ! $)*, ( $)-.，如图 "（/）的所

示 #考虑到 $ %""’，结合（"’）式可得，当 $ %!"’01
时，不动点 !!在"#（$，’］的整个取值范围内均稳

定，如图 "（2）所示 #由图 "（/）和 "（2）可知，受控 345
67897: 映射的分岔被推迟或完全消除，从而能推迟或

阻止混沌运动的出现 #
同理，可得当受控系统（’）式中 # ! ’ 时，’ 周期

点，!!" ，!!’ 稳定的参数条件为

1
; %" %""’ + "

’! & "
’ ， （"1）

式中""’ ! .0; #当!! " 时，受控系统退化为原系统，

’ 周期点 !!" ，!!’ 稳定的参数范围为 10; %" % .0;，

与原系统的 ’ 周期点的参数稳定范围相同 #

由于 $ %!% "，有
"
’!

& "
’ ( $，故受控 3467897: 映

射的 ’ 周期点 !!" ，!!’ 稳定参数范围被扩大，如图 ’
（/）所示 #考虑到""’，可得调节参数!满足 $ %!
"$); 时，’ 周期点 !!" ，!!’ 在"#（10;，’］的整个取

值范围内稳定 #如图 ’（2）所示 #对于 ; 周期点，, 周

期点⋯等亦可采用类似方法得到其稳定参数范围的

取值区间 #

!"# 混沌吸引子中不稳周期轨道的控制和不同周

期轨道的转变控制

控制嵌入在混沌吸引子中的不稳定周期轨道是

混沌控制的一个主要目标 # 对于 3467897: 映像，" !
")* 时为混沌运动，不稳不动点为 !! ! $).$,.-，由

其稳定性条件（"’）式得 $ %!% $)<,"** 时，!!能变

成稳定，控制结果如图 1（/）所示 # 同理，当 $ %! %
$);1;-, 时，能实现混沌吸引子中不稳的 ’ 周期轨道

的稳定控制，其控制结果如图 1（2）所示 #仿真表明：

当 3467897: 映像的参数"取值使其工作于 ’$ 周期轨

道区，采用（’）式的控制策略，可使系统被控制到

’$ & %（% ! "，’，⋯，$）周期轨道 #例如" ! ")1 时，345
67897: 映象有稳定的 ; 周期轨道，当 $ %!% $),$1’ 和

$ %!% $)*$* 时，可使系统分别由稳定的 ; 周期轨

道转变到稳定的 " 周期和 ’ 周期轨道，其控制结果

如图 ;（/）和（2）所示 #
我们用上述控制方法研究了 =>?4? 映像的分岔

和混沌控制 #理论分析和数值研究结果表明：本文的

控制方法对二维离散非线性系统的分岔和混沌控制

也是有效的 #限于篇幅，分析和控制结果略 #

; ) 结论与讨论

本文采用参数调节和状态反馈的控制策略，有

效地实现了离散非线性系统的倍周期分岔控制和混

沌控制 #它的控制性能优于基于参数微调的 @AB 方

法，因为 @AB 方法主要稳定嵌套在混沌吸引子中的

不稳定周期轨道，一般也只能稳定低周期轨道，而且

要求系统必须具有鞍型不动点 # 而本文方法则没有

这些限制 #用这种控制策略不仅可以稳定混沌吸引

子中的失稳不动点，也能稳定较高的周期轨道，而且

可以稳定通向混沌道路上周期加倍分岔中参数值所

对应的系统失稳的 ’$ 周期轨道，还可以将系统从

’$ 周期轨道控制到 ’$ & %（% ! "，’，⋯，$）周期轨道上

去 #文献［"-］利用动力学状态反馈方法，可以达到消

除或推迟倍周期分岔的目的，但这种仅用状态反馈

的策略只能实现系统低周期轨道的控制，系统的瞬

态混沌和高周期轨道将被改变，因为他们在反馈中

应用了“淘汰滤波器”#在本文方法中，定理 " 保证了

所有达到稳定控制的周期轨道（不论是低周期还是

高周期），都是原系统内的不稳定周期轨道，即这种

控制策略不改变系统的瞬态混沌和高周期轨道 #
对于 3467897: 映象的不动点和 ’ 周期轨道的控

制，文中（"’）和（"1）式给出的参数取值范围存在公

共区间 #例如对于不动点的控制，当 $ %!"’01 时，

不动点 !!在"#（$，’］的整个取值区间内都稳定，

而对于 ’ 周期点的控制，当 $ %!"’0. 时，’ 周期轨

道在"#（$，’］的整个取值区间内都稳定，这似乎会

导致控制结果出现不确定性，即出现多重稳态解 #然
而，由于对不动点的控制和对 #（# ( "）周期轨道的

控制，其控制方式是不同相的，如前所述，对不动点

的控制是连续控制方式，而对 #（# ( "）周期轨道的

控制是脉冲控制方式，因此，!的取值若在两者稳定

的公共区间内，由于控制方式不同，仍会得到预期的

控制结果，而不会导致多重稳态解 #
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（!）为!" #$% （&）为!" ’()

图 * +,-./0.1 映射第一次倍周期分岔延迟控制的结果

（!）为!" #$2 （&）为!" #$3

图 ’ +,-./0.1 映射第二次倍周期分岔延迟控制的结果

（!）为!" #$4 （&）为!" #$3

图 ) +,-./0.1 映射混沌吸引子中失稳不动点和 ’ 周期轨道的稳定控制结果（"" *$%）

（!）为!" #$54 （&）为!" #$6

图 3 +,-./0.1 映射 3 周期轨道的转变控制结果（"" *$)）
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