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研究以同轴不同半径柱面围成的导体柱环腔体中电磁场真空零点振动模式所给出的宏观量子效应 ’零点振动
模式通过求解柱环空腔边界条件下无源的 ()*+,--方程组获得 ’得到了双柱面同心柱环中单位长度和单位面积的
且是有限的真空能量，即 .)/0102能量 ’这有限的 .)/0102能量可以分解为独立而且收敛的三部分，它们分别来自内
柱面、外柱面和柱环之中 ’对多柱面同心柱环，.)/0102能量可分解为独立的（!!—#）部分（ ! 为柱面数）’柱环是类
似于平行板的几何结构 ’但柱环所给出的 .)/0102能量和 .)/0102势能系数是随着柱环间隔变化的，不同于平行板
是常数的情况 ’这相对于平行板几何具非平凡性质的 .)/0102能量将产生一个平行板几何中所没有的附加的一项
.)/0102力 ’
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!中国科学院知识创新重要工程项目（批准号：67.8! 9 :##），中国科学院知识创新工程方向性项目（批准号：!%"#"";#）和国家重点基础研

究发展规划（批准号：<!""""&&4""）资助的课题 ’

# = 引 言

导体空腔存在宏观量子效应，可用真空谐振子

零点振动能解释［#，!］’从原子、分子、凝聚态到晶体，
归根到底，都是通过电磁力发生相互作用并由电磁

相互作用造化成千差万别的介观物质结构 ’既使不
带电的原子，也会因为自发极化而有瞬时电矩，因之

而有电场，而引发相互作用 ’ >)? @,2 A))-/力是分子
之间的相互作用力，它禀源于电磁相互作用，自发的

电偶矩B电偶矩相互作用是其微观起源［;］’ .)/0102
等［4］发现长程 >)? @,2 A))-/力与距离的七次方成反
比而且这一结论跟原子结构无关 ’这种跟原子结构
无关的普遍性，恰是合理设想跟量子世界中普遍存

在的真空零点能有关的理论依据 ’事实上，从真空零
点能的物理绘景出发，确实能导出长程 >)? @,2
A))-/力的形式 ’导体空腔缘何存在发源于真空零
点能的量子宏观效应呢？因为有真空零点振动，可

以设想真空里充盈各种频率的零点振动能量 ’理想
导体里面是不存在电磁场的，这为导体腔中的电磁

振动模式提供了决定其频率的边界条件，并使振动

频率量子化，使系统有 "
"
!"( )" C!的零点能，从而导

致可观察的宏观量子效应 ’
.)/0102首先应用真空零点振动的物理绘景预

言了不带电导体平行板存在负的真空能量———.)B
/0102能量，从而平行板受到吸引力，而它是一种被
广泛引用的 .)/0102 效应［4，5］’为什么存在负的 .)B
/0102 能量呢？从量子原理知道，导体平行板存在
时，相当于给电磁波零点振动提供了边界条件，频率

离散量子化；但离散频率求和是发散的，怎样重整化

呢？当不存在平行板时，零点振动频率是连续的，离

散频率求和与连续频率积分之差竟然产生有限的负

能量 ’ .)/0102效应是由真空零点振动引起的宏观量
子效应 ’ .)/0102效应在原子、凝聚态、粒子和引力物
理中有着很广泛的应用，同时，它也促进了数学物理

的一些发展 ’特别是在介观尺度如微电子制造，.)B
/0102效应的重要性日渐被认识［!］’
平行板是最简单的几何结构 ’从发现 .)/0102效

应以来，科学家们研究了更为复杂但规则的几何结

构中的 .)/0102效应，如导体球面腔［!，%］、长方体腔［&］
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和柱面腔［!，"］#但它们都发生了需要特别处理的发散
问题，即 $%&’(’)能量是发散的 #需要通过重整化把
发散部分减除掉，重整化之前要通过正规化把发散

部分分离出来 #对这些几何结构的研究发现［*，+,，++］，
边界面内外的 $%&’(’)能量的发散部分将自相抵消
而不需要对消项（适用于薄腔面）#
导体柱环腔体中的 $%&’(’)效应还没有被研究

过，本工作研究导体柱环腔体中的真空能量和相应

的 $%&’(’)效应 #而柱环腔体是纳米结构较为普遍的
结构，这是本工作研究柱环腔体的意义所在 #本文将
给出有关形式体系，包括柱面边界条件的 -%./011
方程组和 203%函数正规化方法［++，+*］；研究柱环体腔
中的 $%&’(’)能量并给出解析表达式；并进行数值计
算，给出有关数值结果 #

* 4 形式体系

在不带电的导体空腔里，要研究的是无源电磁

场的真空涨落 #无源电磁场的行为由无源的 -%./011
方程组决定 #存在导体空腔的边界，电磁场是要被量
子化的 # *,世纪初，51%678引进了量子概念解决了黑
体辐射问题 #从此，量子概念深入人心，和相对论一
道引发了物理学的革命 # $%&’(’)效应是宏观量子效
应 #研究它的出发点是 -%./011 方程组及其解在一
定导体边界条件下的量子化 #从量子化的电磁振动
模式求和可以得到 $%&’(’)能量 #为了解决求和中遇
到的发散问题，还要对 $%&’(’)能量进行正规化 #我
们将依次给出柱面边界条件下的 -%./011方程组的
解、203%函数正规化方法、柱环几何结构的零点能、
零点振动模式求和的数学实现和各种情况下的边界

条件表示等 #为简明扼要，将用尽可能少的公式详尽
地说明物理问题 #

!"#" 柱面边界的$%&’())方程组的解和电磁波模式

取自然单位制，匀质而无源（不带电）的 -%./011
方程组为下面对称的形式：

!
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在自然单位制中，51%678常量!和光速 " 分别令为
+ #在柱坐标系中，#$ 和 %$ 取如下解的形式：

#$，%$ 9 0’"! 0’&$ $ 0’’#(（ )）， （<）
而其他分量可用 #$ 和 %$ 表示出来（这里从略）#因

为" = &$，可选一坐标系使 &$ 9 ,，从而达到简化方
程的目的［"］#在柱坐标（ )，#，$）中，（+）和（*）式可分
别明显地写出来：
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从（>）式还不能马上看出 #$ 和 %$ 的解 #从（+）和（*）
式，可以得到 @’A10(?0)3行波方程

!
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在柱坐标中，* 9 #$，%$ 满足 C01(DE13F 方程!* G
&* * 9 ,#利用（<）式，( 满足下列方程：

@* (
@ )* G @(
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）( 9 ,4 （H）

这是在 &$ 9 ,的参照系，( 的解是’ 阶 I0&&01函数 #
对于导体柱面，其边界条件为

## 9 #$ 9 ,，%) 9 ,4 （J）
那么，在柱面内的电磁波模式（"）由什么决定

呢？对于横磁波（K-），%$ 通过方程（>?）求解，而"
由边界条件 ## 9 , 9 ;"%$ L") 决定，即

+M’（"),）9 , N0O(%66条件， （!）
式中 ), 为横截面半径 #而对于横电波（KP），#$ 通过

方程（>%）求解，而"由边界条件 #$ 9 ,决定，即

+’（"),）9 , Q’)’7D103条件 4 （"）
从（!）和（"）式可知，柱面内的所有可能的离散的电
磁波模式分别由 ’ 阶 I0&&01 函数及其导数的零点
决定 #
柱面外的电磁波模式怎样决定？通过求解方程

（H）知道，对于开放边界条件的情况，特解 R’ 不为

零 #研究表明，柱面外的 K- 模式可由 C%6801 函数
C（+）’（ 9 S’ G ’R’）或它的共轭函数的零点决定，KP模
式由 C%6801函数导数的零点决定 #

!"!" 求和的发散和 *(+%函数正规化方法

首先给出零点能量的求和 #对模式"’，谐振子
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的零点能为 !! !" # 对所有模式求和，有 " $
（!

!，"
!!，"）!" #但无穷多模式的求和，其结果是发散

的 #为了在形式上收敛，进行 %&’(函数正规化，即在
指数上引进参量 #：

"（ #）$ )
"!!，"（!

"
!，"）

)!"* #

$ )
"!!，"!

)*" #
!，" + （),）

这里 " 为! 阶 -&..&/函数的零点序数，计算的最后
将取 #", #计算（),）式，要将求和转化成积分 #将求
和转化为积分后，利用特殊函数的渐进（趋向0）表
达式和级数展开等数学分析方法，将发散的部分分

离出来 #这就是 %&’(函数正规化方法［)"］#对于发散
的积分而言，%&’(函数方法的作用是将发散部分分
离出来，使被积函数得到解析延拓 #发散部分分离出
来后，需要进行重整化 #很有意思的是，对于简单的
平行板边界条件，经过 %&’(函数方法正规化后，竟
然不要重整化就可得到物理结果［"］#

!"#" 柱环几何结构的零点能

为了得到（1）式，用了特殊的参照系（$% $ ,），
得到了相当于二维圆面几何的零点能（见（),）式）#
为了得到柱环的零点能，需要对各种 $% 模式求和 #
现在要通过 234&5’6变换，将 $% 变回实验室参考系 #
在该参考系中 $% 的取值是没有限制的，即在柱环中

% 方向的电磁波模式是连续的 #将 $% 模式求和转化

为积分，利用对应关系!
$%
"#7$% 8（"!&），得到的是

单位长度的能量，即单位长度的 9(.:;:4能量
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式中 & 为归一化长度，)（)!"，# * )）$"（)!"）"（ # *
)）!"（ # * )!"）#为了做进一步的计算，要对上式作展
开 #对"（ # * )）在 # $ , 的领域进行 2(>4&5’ 级数
展开，

"（ # * )）$"（ # < )）
（ # * )）#

$ *"（ # < )） )
# < ) < # <( )⋯ ，

从而有

"&（ #）$ )
" [! ()

"
"（* )!"）

# <" *( ))
" <"? *( ) ))

"

*$ (! "（ # < )）
"（ # * )!" )）

?

" *( ))
" < *（ # ]） +

研究表明［"，@，))］，对于奇数维空间，考虑薄边界的两

边，发散项会相消 #这意味着，边界两边的"（ * )!"）
的符号是相反的，"& 只决定于"?（ * )!"）#因为"（ #）
的收敛区间是 , A # A )!"，"（ # $ )!"）是发散的 #为了
在 # $ * )!"处"（ #）收敛，需要对其中的被积函数进
行解析延拓，具体方法是利用 %&’(函数方法将发散
部分分离出来，并利用重整化将它减除 #对于单层柱
面边界，其两侧的发散部分是相消的［@］，所以在正规

化后可将发散部分简单的去掉就行 #对于柱环边界，
我们发现"（ # $ * )!"）可以分成几部分，而发散的
部分合并到单层柱面结构中后相互抵消，其余部分

则为零 #下面将具体研究这一问题 #"& 也将决定

于"?（ * )!"），其中求导在解析延拓完成后进行 #最
后，有

"&（ # $ ,）$ )
1!"

?（* )!"）# （)"）

为了具体求"?（ * )!"），首先要计算由（),）式定
义的"（ #）#虽然"（ #）事实上是二维圆边界决定的
9(.:;:4能量，但下面我们不提二维圆边界，而说柱
环或柱面边界，因为"（ #）的求解只是一个中间过程
而已 #

!"$" 零点振动模式求和

离散的求和需要变为连续的积分，以使具体的

数学计算得以实现 #利用下列复变函数公式可将求
和变为积分

)
"!:%7 %#（ %）+?（ %）

+（ %）

$!
$
"$#（,$）*!

-
.-#（/-）， （)B）

式中#为围道中的任意解析函数，+ 在围道上解析
且在围道内除了由 $ 个 "$ 阶零点和 - 个 .- 阶极点

外是解析的 #
在柱面内，对 C:4:DE/&’ 条件，+ $ F!（!0,）；对

G&H;(55条件，+ $ F? !（!0,）# 取# $!) * " # $（ % !
0,）) * " #，有

"C（ #）$
0" #*),

1!:!!%7 %%)*" #
F? !（ %）
F!（ %）
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!" "#$%

&!’!#"( $· $$#" " "
"$

)*+#（ $），（$&）

!,（ "）!
!" "#$%

&!’!#"( $· $$#" " "
"$

)*+- #（ $），（$.）

式中下标 / 和 , 分别代表 /’0’12)34 和 ,3567** 条
件 8在物理上，总可以认为在足够大的空间外面场
量为零 8这样，将（$&）和（$.）式的积分变量转到虚
轴，有

!/（,）（ "）! #
!" "#$%

"!
19:（!"）!

;

# ! #;#
;

%
( $· $$#" "

< ""$
)* %/（,）# （’ $）， （$=）

得到（$=）式，在形式上已完成了求和 8

!"#" 边界条件表式

现在具体给出 %（’ $）在不同几何边界下的表达
式 8对于单层柱面区分内外空间的情况，不同的模式
分列如下［"］：

%/，’#（’ $）! $ # # >#（ $）， %/，3#（’ $）! $#?#（ $），（$@）

%,，’#（’ $）! $ # #A$ >-#（ $）， %,，3#（’ $）! $#A$?- #（ $），
（$B）

%/#（’ $）! %/，’# %/，3# ， %,#（’ $）! %,，’# %,，3# ， （$C）
式中 ’，3分别代表柱面内外 8因为 % D $ D ;，为了避
免在积分变量转到虚轴时在原点出现奇点，这些函

数分别乘了 $ 的幂次函数 8在积分围道中，它们是解
析的，积分为零，它们的作用仅仅是避免奇点 8注意，
当 # ! %时，由于这些函数在原点的特殊性，要另作
处理（这里从略）8

图 $ 柱环横截面

对于两层柱面管子，空间被分割为内（’）、外（3）
和柱环（E）三部分（见图 $）8对于柱环区域，由于 F#

$%，波函数将是线性独立的 G3::3)函数 +#，F#（或

者 E（$）# ）的线性组合 8对于 /’0’12)34和 ,3567**条件
分别有

&+#（"!%）A ’F#（"!%）! %，

&+#（"(）A ’F#（"(）! %{ ；
/’0’12)34（"%）

)+-#（"!%）A *F- #（"!%）! %，

)+- #（"(）A ’F- #（"(）!{ % 8
,3567**（"$）

要使方程组有非零解，必须

%/，E#（ $）! +#（ $）F#（#$）# +#（#$）F#（ $）

! %， （""）
%,，E#（ $）! +- #（ $）F- #（#$）# +- #（#$）F- #（ $）

! %， （"H）
式中#! ( I !%，因上式中的 F# 可换为 +（$）# ，再为消
去原点的奇异性，有

%/，E#（’ $）! >#（ $）?#（#$）# >#（#$）?#（ $），（"&）

%,，E#（’ $）!（#$）"（>- #（ $）?- #（#$）

# >- #（#$）?- #（ $））8 （".）
可以将这些条件综合如下：

%/#（’ $）! %/，’# %/，E# %/，3# ，

%/#（’ $）! %,，’# %,，E# %,，3# 8 （"=）

最后有必要提到 !%，(%;而 , ! ( # !% !
（## $）!%& !%的极限情况 8这时，

+#（ $）J $%; ! "
!’$ 19:（ $ # #!

" # !&），

F#（ $）J $%; ! "
!’$ :’*（ $ # #!

" # !&）8

参照（""）和（"H）式，得到 %/，E#（ $）! K %,，E#（ $）! :’*（（#
# $）$）8可以清楚地看到，"#, !（## $）$ ! -!（ - 为

整数），这是与平行板几何一样的［"，H］8在该极限条件
下，柱环几何将等同于平行板几何 8这将为数值计算
提供很好的极限检验 8

H L 柱环几何结构的 M7:’6’0能量

上节在形式上完成了各种柱面几何下!（ "）的
求解，得到了表示式（$=）8但是还不清楚表示式（$=）
给出柱环的结果是收敛还是发散 8本节通过进一步
的解析处理，研究柱环几何结构中!（ "）的特有性
质，以得到在数学上可简明实现的表示式计算单位

长度的 M7:’6’0能量 8
对于单层柱面的结构，!（ "）已由（$=）—（$C）等

式给出 8为给出柱环结构的!（ "），先考虑 + 区域
（见图 $）8对于 /’0’12)34条件，有

)* %/，E#（’ $）! )*［ $#?#（ $）］

A )*［（#$）# # >#（#$）］A )*##

A )* $ #
>#（ $）?#（#$）
?#（ $）>#（#$( )） L （"@）
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上式等号右边第一项归并到 ! 区（见图 "），与
#$ !%，!"（! #）一道归成了截面半径为 $& 的单层柱面几
何的问题；第二项归并到 ’区，与 #$ !%，&"（! #）一道归
成了截面半径为 ’ 的单柱面几何的问题 (需要提到
的是，对第一、二项直接积分得到的结果是发散的，

归并为单层柱面问题之后，薄柱面两侧的发散部分

将相互抵消，而这是单层柱面问题的一个重要结

果［)，""］(第三项是平庸的，给出零贡献；第四项的贡
献是需要计算的，记为 #$ !%，*"（ ! #）(对于 +’,-.$$ 条
件，类似的，有

#$ !+，/"（! #）0 #$［ #"1"23 "（ #）］

1 #$［（!#）4 "1" 53 "（!#）］1 #$!"1"

1 #$ " 4
53 "（ #）23 "（!#）
23 "（ #）53 "（!#( )）， （67）

与（68）式进行同样的归并，第三项同样给出零贡献，
第四项记为 #$ !(，)"（! #）(

综上分析，写出总的真空能量如下：

"（ *）0 !
+ 0 !，’，*
"+

+（ *）1"+
%（ *）9 （6)）

单层的柱面几何给出的 :.;!-!< 能量已被广泛研
究［7，)］，这里需要计算的是（68）和（67）式等号右边第
四项对 :.;!-!<能量的贡献")

+（%）（ *），记为

")
+（%）（ *）0 4

$6 *4"&

6!
=>;（!*）!

?

" 0 4?"
?

&
@ #· #"46 *

A ""# #$ !
+（%），*
" （! #）9 （B&）

算得"+
+（%）（ *）等量后，单位长度的 :.;!-!<能量

"+
,（ *）通过（"6）式算得 (如图 "所示的双层柱环，其
单位长度的总 :.;!-!能量为

", 0 !
+ 0 !，’，*
［"",，+（ * 0 &）1"#,，%（ * 0 &）］，（B"）

式中", 0",（ * 0 &）(这结果可以用图示的办法表示
出来（见图 6）(

图 6 同心柱环的 :.;!-!<能量分解为 B部分 第三部分贡献仅来自柱环之中

上述结果从两层柱面的柱环推广到多层同心柱

面的柱环几何，得到

", 0""
,（ *）1")（"，6）

, （ *）1"6
,（ *）

1")（6，B）
, （ *）1"B

,（ *）1 ⋯，（ * 0 &），（B6）
式是 "，6，B，⋯，代表截面半径为 $"，$6，$B，⋯的单层
柱面结构，)（"，6）等代表 $"，$6 等之间的贡献（见
（B&）式）(
作数值计算之前，需要证明")

+（%）中积分的有

限性 (为简明起见，")
+（%）中积分的有限性将在附

录 C中给出 (（B&）式等号右边的 =>;（!*）保证了

")
+（%）（ 4 "D6）0 &(需要强调的是重整化问题 (对于柱
环结构，将所有的项进行上述巧妙的归并，发散项竟

然相互抵消了 (如同平行板几何，经过 E’F. 函数方
法正规化后，柱环几何也不要重整化手续就可得到

物理结果 (

G 9 数值结果与分析

本节将给出单位长度的 :.;!-!<能量的数值结
果，并且讨论柱面边界由于存在 :.;!-!<能量所提供

的势场而受到的张力 (

!"#" 单位长度的 $%&’(’)能量

单位长度总的 :.;!-!<能量由（B"）式计算 (因为

"!（’）
,，+（%）（ * 0 &）等量是已知的［)］，所以下面只要计算

")
,，+（%）（ * 0 &）(为了得到它，首先要计算（B&）式的

")
+（%）（ *）(（B&）式的积分是有限的且只依赖于!(在

附录 C中证明了")
+（%）（ *）中积分的有限性和（B&）中

对 " 求和级数的收敛性，附录 H给出了数值计算中
用到的 H’;;’#函数递推公式 (有关数值计算是直截
了当的，从（"6）式知，

")
, 0")

,，+（ * 0 &）1")
,，%（ * 0 &）

0 "
G!"

3)
+ 4( )"

6 1"3)
% 4( )( )"

6 9 （BB）

因为")
+（%）（ *）中的积分是有限的而且由于因子

=>;（!*）的存在，")
+（%）（ * 0 4 "D6）的导数实际上只需

对 =>;（!*）求导 (数值计算需注意两点："）由于对 "
是正整数和负整数的情况是简并的，因此对 " 求和
的范围是从 &到?，"#&的情况，考虑简并度 6；6）
因为自然单位制算得的能量量纲为［长度］4 "，若要
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折算为 !"#须乘以!! $ %&’())!"#·*+(
柱环间单位长度的 ,-./+/0 能量可写为如下

形式：

""
# $""

#，1（ $ $ 2）3""
#，4（ $ $ 2）

!
%1（#&）

’52
3

%4（#&）

’52

!
%（#&）

’52
6 （)7）

在此定义了参量#& $#8 %，""
#，1，"

"
#，4，"

"
#与柱面半径

平方成反比，系数分别为 %1（#&），%4（#&），%（#&）(
在这以后，为了方便，不再写出""

#，1，"
"
#，4中的自变

量 (表 %给出在一些#& 值时的系数 (不同于平行板

和单层柱面的情况，这些系数不是常数，而是随#&

变化的 (从表 %可知，""
#，1，"

"
#，4，"

"
#都是负的，它们提

供对内、外柱面相互吸引的势。在表 %中也列出了
计算中所用的最大的 9"..":函数的阶数 (可以发现，
当#& 很小时，要计算到很大的阶数才能达到要求的

精度（要求精确到第三位数）(当#& 更小时，由于计

算能力所限，就不能对更高阶的 9"..":函数进行计
算了 (
为了比较（)%）式各项的相对大小，写出单层柱

面的单位长度的 ,-./+/0能量［;，&］

"/，"
# $ 8 2(2%)<=

’5/，"
（ ’( $ ’2，’" $ )）6 （)<）

与表 %的结果相比较，可知在#& 较小时，"
"
#是主要

的 (（)7）和（)<）式的结果相加为双层柱环结构总的
单位长度的 ,-./+/0能量 (

!"#" 柱面边界的 $%&’(’)张力分析

,-./+/0效应主要是一种表面效应，系统给出的
,-./+/0能量相当于为系统提供了作用于边界的势
场 (双层柱环结构的内外柱面在单位长度内所受势
场是有所不同的，并定义它们分别为单位长度的

,-./+/0势能 * /，"
# ：

* /
# $ 8""

# 3"/
#，*"

# $""
# 3""

#， （)=）
其中以柱面外法向为正，内外柱面所受的单位长度

的 ,-./+/0张力则分别为
+(

# $ 8!* /
# >!’2 ? )，+

,
# $ 8!*"

# @!) ? ’2 6

这里不计算 ,-./+/0张力的数值结果，从（)7）和
（)<）式给出的结果进行具体的计算是不难的 (但要
指出的是，因为双层柱环结构的 ,-./+/0能量中的系
数 %1（#&），%4（#&），%（#&）是随 ’2 或 ) 变化的，这

是与单层柱面结构所不同的 (
表 % 单位长度的 ,-./+/0能量系数 %1（#&），%4（#&）和 %（#&）

#& -（阶数） 8 %4（#&） 8 %1（#&） 8 %（#&）

262)22 &5 %<&)6’ %<&76’ )%;;67

262<22 ’& )<%6< )<562 ’2)6<

26%222 =& 776’5 776;’ ;&6<&

26%<22 =& %)67% %)67; 5=6;&

265222 <& <6=&7 <6’5) %%675

26)222 <& %6’2< %6’2& )67%7

267222 <& 26’5)< 26’52; %6777

26<222 <& 26)’2& 26)==) 26’)’%

26=222 <& 265%7= 2652&< 26757%

26;222 <& 262&227 262;<=2 26%’<=

%62222 <& 2627=5% 26275<< 262;;’=

%65222 <& 2625=’< 2625);% 262<2<=

%6<222 <& 262%);% 262%%=) 2625<77

562222 <& 2622<&57 26227<)% 262%27<

)62222 <& 2622%;’< 2622%%’7 2622)27&

762222 <& 26222;75 262227)< 2622%5;5

<62222 =7 262227=< 26222522 26222===

=62222 =7 262225;& 26222%2< 26222)&7

图 ) 系数 .1（#&），.4（#&）和 .（#&）随 %& 的变化

在（5=）式下面，讨论了双层柱环结构极限情况
与平行板的关系 (鉴于柱环结构与平行板的拓扑性
质类似性，讨论 ,-./+/0能量与柱环间距 & 的关系将
是很有意思的 (为了更清楚地看出""

#，1，"
"
#，4，"

"
#与柱

环间距 & 的关系，作下面的变换：

""
# $

%（#&）#5
&

’52#5
&
!

.（#&）

&5 ， （)’）

式中 & $ ’2#& $ ) 8 ’2，.1（#&）和 .4（#&）也如法定
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义 !图 "给出了 !#（!"），!$（!"）和 !（!"）随!" 的变

化 ! !#（!"）和 !$（!"）基本上是重合的，这说明在柱

环结构中 $%&%’()*+和 #*,-.//模式对总的真空能量
贡献是差不多的 !从图 " 看出，单位长度的 0.1%-%&
能量（绝对值）随柱环间距增大而减小 !当柱环间距
足够大时，（"2）式所表示的单位长度的 0.1%-%&能量
趋向于零 !这时，（"3）式给出的单层柱面给出的 0.4
1%-%&能量在总 0.1%-%&能量中的比例将增大 !在下面
的分析中，将如（"5）式一样考虑柱环结构中所有项
的贡献 !
研究平行板的 0.1%-%&效应，通常给出的是单位

面积的 0.1%-%&能量［6，"］，记为"!1 7 8!6 9（26:""）7
8 :! :;"29"" !为了跟平行板时的情况比较，分别给
出内外柱面所感受到的单位面积的 0.1%-%& 势
能 # %，*

1

# %
1 7

# %
$

6!%: "
& %（!"）

"" ，

#*
1 7

#*
$

6!’ "
&*（!"）

"" ，

（"<）

式中分别定义了内外柱面受作用的单位面积势能系

数 & %（!"）和 &*（!"）!在不同的!" 处，& %（!"）和

&*（!"）的数值结果列在表 6中 !表 6的结果有 " 个
特征：第一，这些系数随!" 变化 !对于外柱面，单调
下降；对于内柱面，有极大值 !第二，因为对于内柱面
而言，"%

$和"
(
$总是相消的，随!" 增大 & %（!"）将变号，

内柱面受的力将从外法向指向内法向，而外柱面受

的力始终指向内法向 !第三，当!" 很小时，& %（!"）和

&*（!"）分别都趋向平行板时的情况（系数为

:=:;"2），这是与（65）式下面的分析一致的，说明数
值计算是可靠的 !从表 6中看出，当!"#:=:"时，双
层柱环结构已可以简单的视作平行板几何问题了 !

0.1%-%&能量和 0.1%-%&势能系数随!" 而变化的

特征，与平行板的情况相比较而言，这是非平凡的性

质 !这非平凡的性质，将导致一项新的 0.1%-%&张力 !
实际上，内外柱面单位面积所受的张力分别为

) %，*
1 7 8#

# %，*
1

""

7 8#
& %，*（!"）

""
;
"" >

"& %，*（!"））

"? = （"@）

上式等号右端第一项即为柱环结构所特有的张力，

对外柱面是增强吸引的，对内柱面则要具体分析 !对
于已知尺寸的柱环结构，根据（";），（"?）和（"3）等式
算出的 0.1%-%&能量，利用（"<）和（"@）等式可分析其

受力情况 !
表 6 内外柱面的 0.1%-%&势能系数 & %（!"）和 &*（!"）

!" & %（!"） 8 &*（!"）

:=:":: :=:;"2: :=:;"":

:=:3:: :=:;?:: :=:;"""

:=;::: :=:;?65 :=:;6@5

:=;3:: :=:;??? :=:;635

:=6::: :=:;?36 :=:;6;6

:="::: :=:;?5; :=:;;";

:=?::: :=:;?32 :=:;:35

:=3::: :=:;?@" :=::@<5

:=5::: :=:;?;; :=::@6"

:=<::: :=:;"6; :=::<;?

;=:::: :=:;;@2 :=::2""

;=6::: :=:;:;2 :=::552

;=3::: :=::5"< :=::3@"

6=:::: 8 :=::"@3 :=::3:<

"=:::: 8 :=:?3;2 :=::?;@

?=:::: 8 :=;63:5 :=::"26

3=:::: 8 :=63536 :=::"?5

5=:::: 8 :=?365; :=::"6@

3 = 结 论

0.1%-%&效应在许多物理领域有着很广泛的应
用 !在介观尺度上，0.1%-%& 效应的重要性日渐被认
识 !从发现 0.1%-%&效应以来，科学家们研究了简单
但规则的几何结构如导体长方体腔、球面腔、柱面腔

中有限的真空能量及其相应的 0.1%-%&效应 !在介观
尺度上，越来越多的新的复杂结构日渐发现，这要求

人们探索在新的复杂结构中是否也有简单几何结构

中普遍存在的效应 !本工作研究了柱环腔体中的
0.1%-%&效应 !
从 A.BC*))方程组出发，应用真空谐振子零点

振动的物理图景，本工作研究了导体柱环腔体中零

点振动模式所给出的宏观量子效应 !通过电磁场零
点振动模式求和与 D*+.函数正规化方法，不需要重
整化就得到了在柱环结构中单位长度的 0.1%-%&能
量和单位面积的 0.1%-%&势能 !它们是有限的 !主要
的结果总结如下：

;= 双层的柱环结构的 0.1%-%&能量可以分解为
"部分之和 ! * 层的柱环结构的 0.1%-%&能量可分解
为（6*—;）部分之和 !各部分的贡献都收敛（有限
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的）!
" # 对于小的柱面间距，柱环结构的 $%&’(’)能量

主要来自柱环之间的部分；对于很小的间距，趋向平

行板的极限情况 !
* # 相对于导体平行板，柱环腔体的 $%&’(’)能量

有非平凡的性质，即它随柱环间距而变化；作用在

内、外柱面的 $%&’(’)势能也随柱环间距而变化，这
产生了一项新的 $%&’(’)力 !可以期望，这一项新的
$%&’(’)力将可能在具体物理系统中可以带来可观
察效应 !
物理结果的成立总有条件 !因为电磁波的波长

若小于原子间距，电磁波将穿透导体边界，使边界条

件不复成立，所以这里的结果成立之条件为柱环间

距 ! 以及 "+ 和 # 大大于原子间距 !期望这里得到的
结果在以后用到实际的系统中 !

附录 ,

!!
"（#）中积分的有限性

需要说明的是下式（即（*+）式）里面积分的有限性 !

!$
-（.）（ %）/ 0

"" %01+
"!

23&（!%）!
4

& / 04"
4

+
5 ’· ’10" %

6 ""’ 78 (
-（.），$
& （’ ’）#

本附录中，只分析!$
.，而!$

- 可以类似的分析 !

78 (.，$& （’ ’）/ (78 1 0
9&（ ’）:&（"’）
:&（ ’）9&（"’）)# （,1）

检查积分的收敛性，要做两件事：1）在渐进情况下（&#4，’#
4）积分的收敛性；"）在 ’#+的情况，被积函数的奇异性 !
先说明积分的收敛性，在此之前，看（,1）式能否进行 ;%<73) 展

开 ! 从下面两个 =>&&>7函数的表式［1*］：

9&（ ’） (/ ’ )"

&

!
4

) / +

（ ’" ?@）)
)！#（& A ) A 1）；

:&（ ’）/"
4

+
5 *>BC（0 ’23&D *）23&$（&*）

（ E %)F’ E G !"













），

（,"）

可以看出，对于 ’ H +，在"H 1时，:&（"’）G :&（ ’），9&（"’）H 9&（ ’）

满足可进行 ;%<73)展开的条件 E 9&（I）:&（$I）?9&（$I）:&（I）E G 1 !所以

78 (.，$& （ +’）/ 0!
4

, / 1

1 (,
9&（ ’）:&（"’）
:&（ ’）9&（"’ )） ,

# （,*）

奇异性只可能在 & / +时且当 ’#+发生 !我们直接分析 & / +

时对（,1）式的导数，发现

"
"’ 78 (

.，$
+ （’ ’）

’ / +

/ +# （,@）

所以没有奇异性的问题 !

现在继续分析（,*）式的渐进表示式 !为方便和完备，作为资料

在下面写出 &#4，’#4时 =>&&>7函数的渐进表示式［1*］

9&（&’）$
1
"!% &

>&#
（1 A ’"） {1?@ 1 A!

4

) / 1

-)（ *）
& }) ，

:&（&’）$ %!
"% &

>0&#

（1 A ’"） {1?@ 1 A!
4

) / 1
（0 1）)

-)（ *）
& }) ，

9J&（&’）$
1
"!% &
（1 A ’"）1?@

’ >& {# 1 A!
4

) / 1

.)（ *）
& }) ，

:J&（&’）$0 %!
"% &
（1 A ’"）1?@

’ >0&#

{6 1 A!
4

) / 1
（0 1）)

.)（ *）
& }) ，

式中 * / 1? 1 A ’% "，#/ 1? * A 78［ ’* ?（ * A 1）］，

-+（ *）/ 1，-1（ *）/（* * 0 K **）L "@，

-"（ *）/（M1 *" 0 @N" *@ A *MK *N）?11K"，

-*（ *）/（*+*OK ** 0 *NPN+* *K A ONKONK *O

0 @"K@"K *P）?@1@O"+，⋯，

-)A1（ *）/ 1
" *"（1 0 *"）-J)（ *）

A 1
M"

*

+

（1 0 K *"）-)（ *）5 * ) / +，1，⋯，

.+（ *）/ 1，.1（ *）/（0 P * A O **）?"@，

."（ *）/（0 1*K *" A KP@ *@ 0 @KK *N）?11K"，

.*（ *）/（0 @"K"K ** A @K1O*O *K 0 MM*KOK *O

A @OK@OK *P）?@1@O"+，⋯，

.)（ *）/ -)（ *）A *（ *" 0 1）｛1
" -)01（ *）

A *-J )01（ *）｝ ) / 1，"，⋯ #

从（*+）式的积分知道，如果（9&（ ’）:&（"’）?9&（"’）:&（ ’））$
/（ *@）成立，积分是收敛的 !实际上，

9&（ ’）:&（"’）
9&（"’）:&（ ’）$ >BC（"&（# 0#J））





6
（1 A!

4

) / 1

-)（ *）
&) ）（1 A!

4

) / 1
（0 1）)

-)（ *J）
&) ）

（1 A!
4

) / 1
（0 1）)

-)（ *）
&) ）（1 A!

4

) / 1

-)（ *J）
&)



）

$ >BC（"&（1 0"）’ (） 1 A!
4

) / 1

0)（ *，*J）
& )) ，

（,K）

式中 *J / 1? 1 A（"’）% "，#/ 1? *J A 78［"’*J ?（ *J A 1）］，上式近似号右端

第二行括号中的 0)（ *，*J）为 * 和 *J的多项式 !由于 1 0"G +，前面的

指数函数保证了被积函数在渐进条件下以指数形式（而不是 *@）趋

向于零 !在这种情况下，（,*）式中的高次项可以忽略 !（,*）式的 =>&Q

&>7函数被其渐进表式代替后固定 & 对 ’ 进行积分，将得到一个小

数 !
从被积函数的渐进展开式可以看出，对足够大的 &，积分将以

指数的方式趋向于零 !这使得我们可以用精确的数学语言说明级数

求和是收敛的，即对任意小数$H +，存在 & H 1（1 为大数），使得

!
& H 1
!$

.（-），& G$，其中!$
.（-），&为（*+）式中没有求和号时的单项 !
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附录 !

!! 和 "! 等的递推公式

在计算中，为节省计算量要用到 "! 和 #! 的递推公式 $为了计

算的稳定性，对 "! 用减序，对 #! 用升序，

"!%&（ "）’ "!(&（ "）( )!
" "!（ "），

#!(&（ "）’ #!%&（ "）( )!
" #!（ "）$

（!&）

一阶导数的递推公式如下：

"*!（ "）’ "!(&（ "）( !
" "!（ "），

#*!（ "）’ % #!%&（ "）% !
" #!（ "）$

（!)）

对于 "! 和 #!，其两阶导数的递推公式为

!+!（ "）’ [&
, !!%)（ "）( ( ))& !!（ "）( ( ))) !!()（ " ]） ，

!! ’ "!，-.!!#! $ （!/）

注意升序和减序，明显写出 "+! 和 #+! 表示式

#+!（ "）’ (&
, #!%)（ "）(（/ ( ,!（! ( &）

")
）#!（ "）

( )（! ( &）
" #!%&（ " )） ， （!,）

"+!（ "）’ (&
, "!()（ "）(（/ ( ,!（! % &）

")
）"!（ "）

( )（! ( &）
" "!(&（ " )） 0 （!1）

［&］ 2345-637 8 &9:) #$$ $ %&’( $（;<）#$% ),&
［)］ !=>53? @，@=A.5--4 B，@=7C-D34-4E= F @ )GG& %&’( $ )*+ $ %&%

&
［/］ HA34? I 345 J- @ I )GGG ,-.$/0*- %-.12*!( .3 456$/5! 7*8&6$08(
（!-.K.4?：L7.4?AM3 B4.N->7.CO 8>-77）D)/&（.4 2A.4-7-）［张 礼、葛

墨林 )GGG 量子力学的前沿问题（北京：清华大学出版社，第

)/&页）］

［,］ 237.P.> Q ! J 345 8=65-> R &9,: %&’( $ )*9 $ ’%：/SG
［1］ 237.P.> Q ! J &91S %&’(086 #( :,S

［S］ !=O-> L Q &9S: %&’( $ )*9 $ #’$ &TS,
［T］ IME=7U V &9T& %&’(086 &) &G9
［:］ R-W335 I I X> 345 @.6C=4 # Y &9:& #$$ $ %&’( $（;<）#%) ))9
［9］ J=75U.47EO 8 345 W=P-= Y &99: %&’( $ :*// $ ! $$# )S1
［&G］ YPZK=>4 X 345 V=6[>3P \ &9:/ #$$ $ %&’( $（;<）#$’ &
［&&］ I-7-5M3>C- \ 345 W=P-= Y &99S #$$ $ %&’( $（;<）*&+ ,,:
［&)］ !63M \ #，F.77-> @ 345 V.D[ Y &9:: ;582 $ %&’( $ ! %#+ &S/
［&/］ YZ>3P=].CU @ 345 \C-?M4 " Y &9S1 <6$=1..> .3 76/&*!6/0862

,5$8/0.$(（;-] <=>E）

&):,期 蒋维洲等：柱环腔中的量子电动力学效应



!""#$%& ’" ()*+%), #-#$%.’,*/+#%0$ 12+*,0$&
0+ * $2-0+1.0$*- .0+/ $*30%2!

!"#$% &’"()*+, -, .’(!" &#$% )*’$(/"# 0" /"#+(1#" )*, )*"(2,#$
（!"#$%"#& ’$()&)*)+ ,- .*/0+#1 2+(+#1/"，3"&$+(+ 4/#5+67 ,- !/&+$/+(，!"#$%"#& 345644，3"&$#）

（7’8’"9’: 35 !,$’ 3443；;’9"<’: =#$,<8;">? ;’8’"9’: 36 !,@A 3443）

0B<?;#8?
0 8*#;%’(C;’’ 8+$:,8?+; 8#9"?A *#< =#8;+<8+>"8 D,#$?,= ’CC’8?< ?*#? 8#$ B’ ’E>@#"$’: BA ?*’ >*A<"8#@ >"8?,;’ +C 9#8,,= F’(

;+(>+"$? ’$’;%A G H*"< >#>’; <?,:"’< ?*’ =#8;+<8+>"8 D,#$?,= ’CC’8?< "$ ?*’ 8+$:,8?"9’ 8A@"$:;"8#@ ;"$%，"$ ?’;=< +C F’;+(>+"$? +<(
8"@@#?"$% =+:’<G H*’ F’;+(>+"$? +<8"@@#?"$% =+:’< #;’ +B?#"$’: ?*;+,%* <+@9"$% ?*’ I#EJ’@@ ’D,#?"+$< J"?*+,? <+,;8’< ,$:’; ?*’
B+,$:#;A 8+$:"?"+$ +C ?*’ 8A@"$:;"8#@ 8+$:,8?+; <,;C#8’< G H*’ 9#8,,= ’$’;%A（" G ’ G ?*’ K#<"="; ’$’;%A）>’; ,$"? @’$%?* #$: #;’#
C+; ?*’ :+,B@’(@#A’; 8+$8’$?;"8 8A@"$:;"8#@ ;"$% "< +B?#"$’: #$: "? 8#$ B’ :’8+=>+<’: "$?+ ?*’ ?*;’’ "$:’>’$:’$? #$: 8+$9’;%’$?
>#;?< ?*#? 8+=’ C;+= ?*’ "$?’;"+;，’E?’;"+; 8A@"$:;"8#@ <,;C#8’< #$: ?*’ >+;?"+$ B’?J’’$ ?*’=，;’<>’8?"9’@A G -+; #$ $(@#A’; 8A@"$(
:;"8#@ ;"$%，"?< K#<"="; ’$’;%A 8+=>;"<’< +C（3$ L 5）>#;?<，#@@ +C J*"8* #;’ 8+$9’;%’$? G H+>+@+%"8#@@A，?*’ %’+=’?;"8 <?;,8?,;’
+C ?*’ 8A@"$:;"8#@ ;"$% "< #$#@+%+,< ?+ ?*#? +C ?*’ >#;#@@’@ >@#?’< G M+J’9’;，?*’ K#<"="; ’$’;%A +C ?*’ 8A@"$:;"8#@ ;"$% *#< ?*’ $+$
L ?;"9"#@ >;+>’;?A ?*#? ?*’ 8+’CC"8"’$?< +C ?*’ K#<"="; ’$’;%"’< #$: >+?’$?"#@< 9#;A J"?* ?*’ "$?’;9#@ B’?J’’$ ?*’ 8A@"$:;"8#@ <,;C#8(
’<，8+=>#;’: ?+ ?*’ 8+$<?#$? 8+’CC"8"’$? C+; ?*’ >#;#@@’@ >@#?’< G H*"< $+$ L ?;"9"#@ >;+>’;?A J"@@ %"9’ ;"<’ ?+ #$ #::"?"+$#@ K#<"=";
C+;8’ ?*#? :+’< $+? ’E"<? "$ ?*’ 8#<’ +C >#;#@@’@ >@#?’< G

!"#$%&’(：8#<"="; ’CC’8?<，8#9"?A +C 8A@"$:;"8#@ ;"$%，F’;+(>+"$? ’$’;%A，D,#$?,= ’@’8?;+(=#%$’?"8 :A$#="8<
)*++：5334.，N3O4，5554

!P;+Q’8? <,>>+;?’: >#;?"#@@A BA ?*’ R$+J@’:%’ S$$+9#?"+$ P;+%;#=，K*"$’<’ 08#:’=A +C T8"’$8’<（U;#$? V+G R!K/3 L V55），BA ?*’ I#Q+; P;+Q’8? +C R$+J@(

’:%’ S$$+9#?"+$ P;+%;#=，K*"$’<’ 08#:’=A +C T8"’$8’<（U;#$? V+G3W4544X5），#$: BA ?*’ T?#?’ R’A .’9’@+>=’$? P;+%;#= C+; 1#<"8 7’<’#;8* +C K*"$#
（U;#$? V+G U3444YYN44）G
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