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" + 引 言

分析力学理论在近代物理学领域日趋重要，发

展极为迅速 )例如，"’’! 年以来，梅凤翔等人建立了

,-./0122 系统动力学，构造了理论框架［"—(］，文献［%］

则给出了相对性 ,-./0122 方程 )然而，随着现代科学

与技术的迅速发展，越来越多的理论和实验涉及到

高速转动问题 )例如，对于描述微观粒子的固有属性

自旋的问题，,34567714 和 8.9:34;1.2［<］于 "’<’ 年精确

测量了 "# 种核子自旋转速的最大值，实验结果表

明：各核子自旋转速的最大值互不相同 )对高速转动

问题，经典转动理论和 =-4763-4 的相对论均不适用 )
"’*( 年 >9.?3@- 建立了转动相对论力学理论［*—""］)但
是，该理论仅适用于单个转动物体的运动，对于多个

高速转动物体构成的系统，尤其是对于各高速转动

物体之间的角位移或角速度相互关联的系统，该理

论便无能为力了 ) "’’% 年以来，罗绍凯为解决 >9.A
?3@- 的转动相对论力学理论的困难，建立了转动系

统的相对论性分析力学理论［"!，"&］)从此，转动系统相

对论性分析力学和转动相对论 ,-./0122 系统动力学

的理论研究便日趋活跃起来［"#—&$］) 然而，上述研究

仅局限在转动系统的相对论性分析动力学方面 )文
献［&"］讨论了包括转动参照系在内的非惯性系分析

静力学理论，但是，尚未见到转动系统的相对论性分

析静力学方面的论述 )
本文首先给出转动系统的相对论性虚功原理和

转动系统的相对论性广义平衡方程，然后引入有势

主动力及其势函数等概念，最后建立转动系统的相

对论性有势系的广义平衡方程 )上述内容便构成了

转动系统的相对论性分析静力学理论 )

! + 转动系统的相对论性虚功原理

设坐标系 !’（"A#$%）的原点与坐标系 !（"A&’(）

的原点重合，!’（"A#$%）系的 "% 轴与 !（"A&’(）系的

"( 轴重合，且 !’系绕 ! 系的 "( 轴以匀角速度!高

速转动，同时具有受完整、理想约束的 ) 个质点构

成的力学体系在高速转动参照系 !’（ "A#$%）中处于

相对平衡状态，则在 !’（"A#$%）系中，对该力学体系

中任一质点 *+ 有

!+ B "+ B #+ C $ （ + C "，!，⋯，)），（"）

令

$+ C !+ B "+ （ + C "，!，⋯，)）， （!）

则（"）式可写为

$+ B #+ C $ （ + C "，!，⋯，)）， （&）

（&）式中 #+ 为作用在质点 *+ 上的约束反作用力，$+

为作用在 *+ 上的主动力，"+ 是主动力中由于高速转

动参照系转动产生的牵连惯性力，!+ 是与高速转动

参照系转动状态无关的主动力 )（"）式中的牵连惯

性力

"+ C D ,+［! E（! E %+）］

C D ,+!& E［!& E（#+ ’ B $+ ( B %+&）］

C ,+!!（#+ ’ B $+ (）C ,+!! %+#$
（ + C "，!，⋯，)）， （#）
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式中 !! 为质点 "! 相对转动参照系 #’原点的位矢，

!!$% ! $! " " %! #，!为 #’系相对 # 系的角速度，&! 为

质点 "! 的质量 #若设 ’!$，’! 分别为质点 "! 在 # 系、

#’系的转动惯量，故由文献［%&］可知

’! !
’!$

% ’!( )"! (
， （*）

式中"为转动物体的相对论性转速上限 #由于在 #
系和 #’系中，质点 "! 到转轴 () 与到转轴 (* 的距离

相同，故由（*）式可知

&! !
&!$

% ’!( )"! (
， （+）

式中 &!$为质点 "! 相对于静止参照系 # 的静止质

量 #设想各质点相对于高速转动参照系 #’自各自平

衡位置发生一虚位移!!!（ ! ! %，(，⋯，+），则由（&）式

可得

（$! " %!）·!!! ! $ （ ! ! %，(，⋯，+）#

上式对 ! 求和，并利用理想约束条件"
+

! ! %
%!·!!! ! $，

可得

"
+

! ! %
$! ·!!! ! $， （,）

（,）式就是转动系统的相对论性虚功原理 #
设力学体系的自由度为 ,，任一质点 "! 相对于

转动参照系 #’的位矢

!! ! !!（-%，-(，⋯，-#，⋯，-,），

!!! ! "
,

#! %

"!!
"-#
!-#，

式中 -#（#! %，(，⋯，,）是 , 个广义坐标 # 上式代入

（,）式可得

"
,

#! %
.#$-# ! $， （-）

（-）式是用广义坐标表示的转动系统的相对论性虚

功原理 #其中

.# ! "
+

! ! %
$! ·
"!!
"-#

（# ! %，(，⋯，,）（.）

称为转动参照系中对应于广义坐标 -# 的广义力 #

& / 转动系统的相对论性广义平衡方程

对完整系，（-）式中用广义坐标表示的诸虚位移

!-# 互相独立，其前系数可令之为零，即

.# ! "
+

! ! %
$! ·
"!!
"-#

! $ （# ! %，(，⋯，,），

（%$）

（%$）式为转动系统的相对论性广义平衡方程 #

0 / 转动系统的相对论性有势系广义平

衡方程

!"#" 有势主动力及其势函数

如果对于与转动参照系转动状态无关的诸主动

力 &!（ ! ! %，(，⋯，+），存在一函数 /0 ! /0（ !%，!(，

⋯，!" ，⋯，!’），满足方程

&! ! ’

#

! /0 （ ! ! %，(，⋯，+）， （%%）

则称 &!（ ! ! %，(，⋯，+）为与转动参照系转动状态无

关的有势主动力，/0 为诸 &! 的势函数，（%$）式中的

$! ! &! " (! ，因此，与诸 &! 相应的广义力

.1# !"
+

! ! %
&! ·
"!!
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! ’"
+

! ! %

#
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"!!
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! ’"
+

! ! %
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""
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""
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"*!
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"-( )
#

! ’"
/0

"-#
（# ! %，(，⋯，,）# （%(）

由（0）式可证明对诸 (! 存在一函数

/2 ! ’"
+

! ! %

%
( &!!(（$! ( " %! (）

! ’"
+

! ! %

%
( &!（! 3 !!$%）(， （%&）

使得

(! ! ’

#

! /2， （%0）

(!（ ! ! %，(，⋯，+）为有势力，称为惯性有势主动力，

函数 /2 称为与诸 (! 对应的惯性势函数，与诸 (! 相

应的广义力

.4# ! "
+

! ! %
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"!!
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证明
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! #（"!!$ # $!!"）! $（#!!" # "!!#）］

$ %!｛（! " !!"#）"［!（
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! · !!"#）#（!·
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! ）!!"#］

! "［!#（! " !!"#）$ #!$（! " !!"#）#］

! #［!$（! " !!"#）" #!"（! " !!"#）$］

! $［!"（! " !!"#）# #!#（! " !!"#）"］｝

$ %!［（! " !!"#）"（%! #!）!! "（! " !!"#）］

$ # %!! "（! " !!"#）$ %!!& !!"#， （’(）

这样便证明了（’)）式，下边再证明（’*）式：

&+" $!
’

! $ ’
%! ·
!!!
!("

$ #!
’

! $ ’
（

"

! ),）·
!!!
!("

$ #!
’

! $ ’

!),
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!"!
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!!
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!$!
!(( )
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$ #!
),

!("
-

证毕 -
根据上述讨论可知，由于 &! 和 %! 均为有势主

动力，于是，在一般情况下可定义

’!* $ &! ! %! ， （’.）

为任一质点 +! 所受的有势主动力，而

) $ ), ! ), （’/）

为与诸质点所受的有势主动力 ’!*（ ! $ ’，&，⋯，’）

相应的势函数 -

!"#" 转动系统的相对论性有势系广义平衡方程

如果处于转动参照系中的力学体系所受的主动

力均为有势力，则该力学体系称为有势系 -将（’.）式

代入（’0）式可得

&" $ !
’

! $ ’
（&! ! %!）·

!!!
!("

$ 0

（" $ ’，&，⋯，*）-
将（’&），（’*）式代入上式，并注意到（’/）式可得

&" $ # !)!("
$ 0 （" $ ’，&，⋯，*），（’1）

（’1）式便是转动系统的相对论性有势系广义平衡

方程 -

* 2 例

以以匀角速度!绕竖直轴高速旋转的系统中，

有一静止质量为 %0 的受到一竖直向上的保守力

$-，- 为常数 - 假如质点受到的约束满足抛物线方

程 $ $ "& 3).，式中 . 为常数 - 求质点的相对平衡

条件 -

图 ’

如图 ’ 所示，高速旋转参照系 /’（04"#$）和抛物

线平面固结在一起（静止系 / 未画出），取质点为研

究对象，其自由度 * $ ’，取 " 为广义坐标 -
方法 ’ 利用转动系统的相对论性虚功原理

（.）式求解 -
’ $ & ! % $（- # %1）$ ! %!& ""，

! $ "" ! $$ $ "" ! $"& 3). -
代入（.）式可得

’·#! $［%!& " !（- # %1）" 3&.］#" $ 0-
将（(）式代入上式可得

!& $［%0 1 # -（’ #!& 3#&）’3&］3&. %0 - （&0）

方法 & 利用转动系统的相对性广义平衡方程

（’0）式求解 -
’ $ & ! % $（- # %1）$ ! %!& " "，

! $ "" ! $$ $ " " ! $ "& 3).，

代入（’0）式可得

&" $ ’·!!
!" $ %!& " !（- # %1）

"
&" $ 0-

由上式可解得

!& $［%0 1 # -（’ #!& 3#&）’3&］3&.%0 -
方法 % 利用转动系统的相对性有势系广义平

衡方程（’1）式求解 -
) $ ), ! ), $（%1$ # -$）# %（! " !"#）& 3&

$（%1 # -）"& 3). # %（!$ " ""）& 3&
$（%1 # -）"& 3). # %!& "& 3& -

上式中 # -$ 是与保守常力 $- 对应的势函数（取 0
点为势函数 ), 和 ), 的零点），将上式代入（’1）式

可得

&" $ #!)!" $ %!& " #（%1 # -）
"
&" $ 0-

由上式可解得
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!! "［!# " $ #（% $!! &"!）%&!］&!$!# ’
上述三种方法所得结果完全一致 ’
讨论

%）当!远小于" 时，即转动参照系低速转动

时，由上式可得

!! "（!# " $ #）&!$!# ’ （!%）

!）当!远小于"、且 # " # 时，由（!#）式可得

!! " " &!$， （!!）

（!%）式和（!!）式便是经典力学的结果 ’

( ) 结 论

本文所讨论的转动系统相对论性分析静力学的

基本理论具有较为一般的意义，对于保守系和非保

守系，本文给出的方法均适用 ’当!远小于"时，即

转动参照系低速转动时，由于

!% "
!%#

% $!! &"! ! " !%#

所以，本文的理论结果便回到了经典理论的结论之

中了 ’
文献［%!—*#］系统建立了转动系统相对论性分

析动力学的基本理论框架，本文则较为全面的构造

了转动系统相对论性分析静力学的基本理论框架，

这样，转动系统相对论性分析力学的理论框架便基

本构成 ’
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