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报道一例映孔导致激变后发生的奇异排斥子的拓扑突变 (这种突变以其分数维的突变为标志，并引起激变后

长混沌瞬态运动行为的突变，因而应该具有基础理论和实践上的重要意义 (
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& , 引 言

耗散动力学系统中混沌吸引子的突变（例如突

然消失、扩张、合并）称为激变（-./0/0）( 其中，由于混

沌吸引子与其吸引域边界上的一个不稳定周期轨道

碰撞而导致其突然消失的激变称为边界激变［&，"］(通
常，混沌吸引子就是这个不稳定周期轨道的不稳定

流形的闭包，而其吸引域就是这个不稳定周期轨道

的稳定流形的闭包［+，%］( 在控制参数变化到临界点

时，这不稳定流形与稳定流形相切 (在控制参数越过

临界点后，越过稳定流形的不稳定流形部分形成一

个从原来的混沌吸引子逃逸的孔洞 ( 进入逃逸孔洞

及其各阶逆象集合的迭代将在有限步后逃逸 ( 逃逸

孔洞及其逆象集将切割掉不稳定周期轨道的不稳定

流形上的几乎所有点 (残余部分形成一个分形，称为

“混沌鞍”或“奇异排斥子”［&，+，#—*］( 奇异排斥子上的

迭代将永不离开奇异排斥子，并永远在其上作混沌

运动 (然而，由于奇异排斥子是一个测度为零的集

合，并且整体上不是一个吸引集，随机地选取初值点

是完全不可能打中奇异排斥子的 ( 实验上或数值上

可观测的并不是奇异排斥子本身，而是它的一个很

小的近邻 (从奇异排斥子近邻出发的迭代可以在它

的近邻徘徊很长时间，并显示混沌的性质，但早晚它

们要从原混沌吸引子所占据的区域逸出 ( 这使得原

来被混沌吸引子占据的相空间中出现一个密切依赖

于初值的很长的瞬态混沌运动［&，+，#，1］( 在导致混沌

吸引子突然扩张或合并的内禀或循环激变后［&，"］，也

会出现密切依赖于初值的长瞬态混沌运动，也可以

类似地定义混沌鞍或奇异排斥子 (混沌鞍、奇异排斥

子和瞬态混沌的性质对许多实际问题，例如混沌控

制［’］和混沌保护［)］都很重要 (
描述激变的最重要规律是所谓“生存时间”的标

度律［&，+，#，1］：

〈!〉""2 ! （"# $）， （&）

其中〈!〉为迭代在原混沌吸引子（现在已经成为混沌

瞬态）所占据的区域的平均生存时间，"3 4 " 2 "- 4（ "
为控制参数，"- 为其临界值）(在处处光滑的一维映

象中，标度常数 ! 3 &5" 总成立 (
在系统函数分段连续的映象系统中，也可能由

于混沌吸引子与映象的两个不连续区构成的“映孔”

的碰撞而引起混沌吸引子的突然扩张（称为“映孔导

致激变”）［&$—&"］，或由于混沌吸引子的吸引域内的一

个不稳定周期轨道与一个不连续区碰撞而引起混沌

吸引 子 的 突 然 扩 张（ 称 为“ 不 连 续 性 导 致 激

变”）［&+—&#］(这些激变都具有明显的新特征 (最近，我

们在一个描述电张弛振子的不连续一维映象的映孔

导致激变之后发现了奇异排斥子的突变 ( 这一新现

象我们尚未见报道 (

" , 系 统

由于在文献［&$，&1，&*］中对本系统已有详细描
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述，我们在此仅作简略介绍 ! 在一个电子张弛振子

中，一个闸流管作为可控开关，使一个电容器不断进

行充电和放电 !加在电容器上的电压以指数规律在

一个受到正弦调制的上阈值和一个常下阈值之间作

张弛 振 荡 ! 由 此 可 以 得 到 如 下 描 述 此 系 统 的 映

象［"#］：

!"$" % #& $ $& ’(（%& $ &) *+(!"$"）
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这里 !" 是 ’" 时刻张弛振荡达到上阈值时调制信号

的相位，$" ,"("，$& ,"(& ! #) ，%) ，()（ ) , "，&）是

取决于各个电路参数的常数，具体形式可见文献

［")，"#］的表述 ! &)，"是上阈值正弦调制信号的幅

度 和 频 率 ! 本 文 选 取 (" , )0))"1"#，#" ,
% 102"31*，%" , % "401"*，(& , )0))33))，#& ,
""0541，%& , 310))* !"固定为 6))78! &) 取为控制

参数 !
文献［")，"#，"2］讨论了映象（&）的两条临界线，

并解析地得出了它们的表达式 ! 当控制参数越过临

界线 " 时，系统由可逆转变为不可逆；当控制参数越

过临界线 & 时，系统由连续转变为不连续 !所有不连

续性导致的特征现象，例如 9 型阵发［"4，"6］、映孔导

致激变［")—"&］、不连续性导致激变［"3—"1］、不连续性导

致的混沌稳定和混沌抑制［&)］、映孔导致吸引子共

存［"#，&"，&&］等都发生在两条临界线之上的区域中 !

3 0 奇异排斥子的突变

!"#" 映孔导致激变

映孔是这类系统中的特征现象之一［")—"&］!它出

现的机理已在文献［")，""］中介绍过 !当研究映象 +
的一个 , 周期吸引子的稳定性和演化时，必须考虑

映象的不连续点 !: 的若干逆映象 + % -（ !:）（ - ; ,）

处 , 阶映象 + ,（ !）的不连续行为 !这种不连续性在

+（!）图像中只能隐含地表示，然而在 +,（ !）中却显

含地表示出来，如图 " 所示 !当 !: 的第 - 个逆映象

落在映象+ 的 不 可 逆 区 时，将 会 出 现 & 或 3 个

+ % -（!:），用 + % -
) （!:）（ ) , "—3）来表示 !重要的是其

中两个会对称地出现在一个函数极大值或极小值两

边，从而使此极值两边对称地出现两个不连续区，切

掉极值处的最高或最低的一小片映象函数，形成一

个映孔，如图 " 所示 ! 映孔的出现是一种临界现象 !

它突然出现在 + % -（ !:）水平线越过 !< +（ !）相平面上

的一个极值之时 !当此水平线继续向前运动时，它将

切掉极值处的越来越大的一片映象函数，形成一个

越来越大的映孔 ! 在" , 6))78，&) ; &).（"&01245*

; &). ; "&01242*）时，映象（&）中导致激变的映孔尚

未出现，混沌吸引子尚被 !!1 处的极小值及其前

几阶映象限制在一个小范围 /（即图 " 中比较密集

的迭 代 所 示 的 区 域，近 似 的 定 义 域 范 围 是 !"
［505)，1051］）内 !在 &) 越过 &). 时，如图 " 所示，映

孔突然出现，使混沌吸引子突然扩张 !迭代在已经转

变为混沌瞬态的原混沌吸引子占据区域 / 中进行

许多次后从映孔中逸出，经过两次迭代后，又重新注

入到原混沌吸引子占据区域，如此无限地在这个扩

张后的混沌吸引子上运动 ! 这时虽然由于映象的分

段连续性不能定义混沌鞍（没有鞍点及其流形、流形

闭包等在起作用），然而可以定义一个奇异排斥子 !
它可以定义为原混沌吸引子占据区域 / 与映孔及

其各阶逆象集合 0 的差集 !这个奇异排斥子同样是

一个分形，是不可观测的 !可以观测的是位于奇异排

斥子邻近的迭代，它们在原吸引子占据区域 / 中徘

徊一个长时间后，最终由映孔逸出，构成混沌瞬态中

的超长部分 !屈世显、何大韧等人曾对此例映孔导致

激变的机制和主要规律作了研究［")］，然而由于当时

的条件限制，他们的计算结果在映孔变得较大时不

够精确，也未能研究奇异排斥子，当然更未能注意和

发现激变后发生的奇异排斥子的突变 !

图 " &) , "&01242* 时映象（&）式的 4 阶回归映象图

及扩张后的混沌吸引子的图示
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!"#" 奇异排斥子及其分数维

显然，当映孔很小（如图 ! 所示）时，映孔及其逆

象集 ! 远不能完全占据原混沌吸引子所在区域 "，

奇异排斥子将是一个由相对更密集的点组成的、具

有更大的分数维值的分形 " 当映孔随着 ## 的增加

越来越大时，映孔及其逆象集 ! 也逐渐变大，组成

奇异排斥子的点将越来越稀疏，它的分数维也将越

来越小 "在 ## 达到 ##$!!$%&$’%，映孔的左边沿达

到图 ! 中位于 &!(%) 处的不稳定不动点时，易于证

明映孔的各阶逆象的边界将刚好重合，原混沌吸引

子占据区域 " 与映孔及其各阶逆象集 ! 的差集变

为空集 "奇异排斥子的分维值也将从原来的连续演

变规律中的某一点突然跃变到零 "在 ## * ##$ 时，如

图 $ 所示，进入原混沌吸引子占据区域 " 的迭代将

立即进入映孔而逃逸 " 它们逃逸后经过多次迭代仍

旧重新注入 "，形成一个新的、一再扩张过的混沌吸

引子 "本文作者及其合作者曾使用屈世显等人为了

模拟图 ! 中映孔突然出现前后的映象函数关键部分

而构造的分段线性简化模型［!#，!!］对上述奇异排斥子

突变现象伴随的定量规律作了解析推导［$+］，证明了

在 ## , ##$ 时发生奇异排斥子分数维和原混沌吸引

子占据区域 " 中生存时间所遵循规律的突变 " 对本

文讨论的实际系统（映象（$）），看来很难作类似的定

量解析推导，然而数值计算应该显示定性完全符合

的结果 "

图 $ ## , !$%&’###% 时映象（$）式的 - 阶回归映象

图及扩张后的混沌吸引子的图示

奇异排斥子的数值计算是一个难题，并且一直

是研究的热点之一［’，$(］" 对于这里研究的比较简单

的一维映象系统（$），我们的实践证明使用 ./0 早期

建议的单轨迹方法［&］（123405 67895:6;7< =56>;?）就可以

得到相当满意的结果 "图 +（8）显示了 ## , !$%’)-)%
时用此方法得到的奇异排斥子 "图 +（@）更清楚地显

示了它的分形本质 "
比较图 !，$ 与图 + 的区别 "粗看起来图 ! 与图 +

显示的图形似乎是相同的，然而在图 ! 中选择的是

" 中的经过短短几十次迭代就会从映孔逃逸的初

值，从而近似地表示由于映孔出现而导致的原混沌

吸引子占据区域 " 中的混沌瞬态以及扩张后的混

沌吸引子，而在图 + 中选择的是 " 中的经过几千次

迭代后才会从映孔逃逸的初值，也就是显示超长瞬

态的初值，从而在只显示几百次迭代时近似地表示

奇异排斥子 "换言之，图 + 是在近似地显示映孔导致

激变之前存在的原混沌吸引子被映孔及其逆象集

! 切割后的余集，其上的迭代应该在原混沌吸引子

占据区域 " 中无限次地运动而不从映孔逸出 "在图

$ 中，选任何一个 " 中的初值都会显示图中所示的

立即逃逸，这时无所谓“超长瞬态”，也不再存在奇异

排斥子 "
类似地，图 +（:）显示了 ## , !$%’-)%，映孔已经

相当大时用此方法得到的奇异排斥子 "图 +（?）更清

楚地显示了它的分形本质 "这时映孔及其逆象集 !
已经占据了原混沌吸引子占据区域 " 的绝大部分，

仅在图中所示的不稳定不动点附近还存在奇异排斥

子上较密集的点 "从这四幅图显示的两个参数情况

仅可以认识奇异排斥子随映孔增大而改变的大致规

律，定量计算得到的分数维变化规律才能准确揭示

上述奇异排斥子的突变 "为此我们用盒子计数法［$’］

计算了 ## * ##’ 时奇异排斥子的分数维随映孔增大

而改 变 的 规 律 " 图 (（ 8），（@）分 别 显 示 了 ## ,
!$%’)-)% 和 ## , !$%’-)% 时标度的倒数!增大所引

起的盒子计数 ( 的变化 "图中显示的良好标度不变

区充分说明计算所得的奇异排斥子是分形，而且图

中标度不变区的斜率就是要计算的分数维值 " 图 ’
显示了分数维随参数 ## 减小，并且证明了上述的

分数维在 ## , ##$ 时突然变化到零的结论 "

!"!" 迭代在原混沌吸引子占据区域中的生存时间

本文中迭代在原混沌吸引子占据区域 " 中的

平均生存时间〈"〉定义为

〈"〉, 02=
)"A

#
)

* , !
(*

) ， （+）
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图 ! （"）为 !# $ %&’()*)" 时映象（&）式在 * 阶回归映象图中显示的奇异排斥子；（+）为（"）中奇异排斥子的放大，并且不再显示迭代过程 ,插

入图为小方框部分的放大，以显示奇异排斥子几何结构的自相似性；（-）为 !# $ %&’(*)" 时映象（&）式在 * 阶回归映象图中显示的奇异排斥

子，插入图为小方框部分的放大；（.）为（-）中奇异排斥子的放大，并且不再显示迭代过程 ,插入图为小方框部分的放大，以显示奇异排斥子

几何结构的自相似性

图 / （"）!# $ %&’()*)" 时图 !（"），（+）显示的奇异排斥子在标度变化时盒子计数的变化；（+）!# $ %&’(*)" 时图 !（-），（.）显示的奇异排斥子

在标度变化时盒子计数的变化
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其中 ! 是所取初值的数目（本文一律取 !"# 个），"#

是从第 # 个初值出发，在原混沌吸引子占据区域中

迭代的瞬态长度 $请注意这里研究的是映孔导致激

变已经发生（$" % $"% ）的情况，原混沌吸引子已经

在扩张后转变为混沌瞬态，所以生存时间是有限的 $
文献［!"］报道过本例映孔导致激变在 $"!$"% 时显

示的非常独特的平均生存时间标度行为

图 & 奇异排斥子的分数维 &（用方块表示）和迭代在原混沌吸

引子占据区域中的平均生存时间!（用"表示）的变化规律 $ 插

入图是小方形区域的放大，显示在 $" ’ $"’时发生的突变

〈!〉’ (()*［)（$" + $"%）］+!,- $
从文献［!"］的图 . 和图 & 中显示的计算结果可以看

到：在"’ / $" + $"% /非常小时计算数据与表示上述

标度规律的拟合曲线符合得相当好，而在"较大时

偏离就比较大 $这是由于当时较差的计算条件导致

的低计算精度造成的 $我们大幅度地提高了计算精

度，重新计算了这个标度律，并且把注意力集中在"
较大的情况 $新的计算结果显示不管在"较大还是

较小的情况下数据与表示上述标度规律的拟合曲线

符合得都很好，在 $"#$"’ 附近这曲线可以近似地

视为直线，而且直线的斜率在 $" ’ $"’ 时发生突变 $
图 & 同时显示了奇异排斥子的分数维和平均生存时

间在参数 $"!$"’ 时的变化规律 $

. 0 结 论

本文报道了奇异排斥子的拓扑突变 $这种突变

将引起激变后长混沌瞬态运动行为的突变，因而应

该具有基础理论和实践上的重要意义 $目前这种被

称为“瞬态激变”的新现象仅在分段连续映象中发生

的映孔导致激变之后发现，但似乎没有理由先验地

否定在其他类型系统中观察到这种现象的可能 $

［!］ 12(3456 7，899 : ;<= >42?( @ A !BC# *+,- $ ./0 $ 1/22 $ !" !-C.；

12(3456 7，899 : ;<= >42?( @ A !BCD *+,- $ ./0 $ A，#$ &E#&
［-］ F( G H，I;<5 J F /2 34 -""! 5! #!267’8%2#7! 27 !7!4#!/36 ’,!39:

#%-：;+/ ’,!39#% %+363%2/6#-2#%- 7< /0/6,=+/6/K -9772+ 3!’ >#/%/=#-/K
-9772+ -,-2/9-（L6;<：MN;;<)6 MO6(<96P6O ;<= Q(ON<4R456O;R ST3R6UN6<5

F4TU(）7N;*9(2 D，C（6< 7N6<(U(）［何大韧、汪秉宏等 -""! 非线
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