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从理论上推导了由几个混沌时间序列构成的新序列的动力学特性，提出了可加性的概念 )计算机仿真结果说
明，新的时间序列具有分维吸引子，对初始值很敏感，两条邻近轨道随着时间的增加呈现指数分离，具有短期可预

测性，因此新序列也是混沌序列，即混沌具有可加性 )混沌时间序列的可加性理论不仅具有重要的理论意义，而且
具有重要的应用价值，它是研究多跳频电台的跳频码的理论基础 )
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! , 引 言

混沌是一种非线性动力学规律控制的行为，表

现为对初始值的敏感性，其吸引子的维数是分维，有

十分复杂的分形结构，具有短期可预测性和长期不

可预测性 )
自从美国的气象学家 -) ./0123在 !4#’年发现

了以他名字命名的奇怪吸引子以来，混沌现象就逐

渐为人们所重视 ) !45’年，李天岩和 6/071开始研究
混沌的特征并第一次使用混沌即“89:/;”一词［!］，标
志着混沌学的诞生 ) !4($ 年，<:87:0=等学者提出了
时间序列重构的思想和方法［"］) !4(! 年，>:712; 和
<:87:0=等人在 ?9@A21B的拓扑嵌入定理基础上，提
出重构动力学轨迹相空间的延迟坐标法［’］，提供了

一种分析时间序列的新方法 )最大李亚谱诺夫指数
从量上描述混沌系统对初始值的敏感性，C/;12;A1@2
等人提出了计算最大李亚谱诺夫指数的算法［&］)吸
引子的维数反映了混沌系统的几何特征的复杂性，

计算吸引子的维数的方法有 D0:;;E10F10G<0/8:88@:算
法［%］等 ) !4(%年，?/HI等人提出了计算时间序列 JB:G
KL2/M谱的数值算法［#，5］，已成为判断一个时间序列
是否混沌时间序列的最基本算法 )
在电子战领域，跳频码由于具有低截获、抗干扰

等性能而获得了广泛应用 )对于电子对抗专家而言，
他们关心的是怎样截获与干扰跳频信号 )利用跳频
码具有混沌特性［(］，由混沌的短期可预测性可以对

跳频码进行预测［4—"$］，从而实现跳频信号的引导测

向和引导干扰 )但是，对于多跳频电台的情况，是否
还能采用上面的信号处理办法？这是每一个工程技

术人员关心的问题 )
以相邻跳频点为 "%# 为例，每一跳到下一跳有

"%#种可能 )如果两个跳频电台同时发射跳频信号，
并且两种情形交替进行，则直观上每一跳到下一跳

之间就不是 "%# N "%#种可能，究竟有多少种可能性
是无法知道的 )两个以上跳频电台的情形则更复杂 )
如果多跳频电台产生的跳频码序列不具有混沌特

性，表现为完全随机的行为，则从理论上说就不能应

用预测的方式来引导测向和引导干扰 )如果多跳频
电台产生的跳频码序列具有混沌特性，则从理论上

可以应用预测的方式实施对跳频信号的引导测向和

引导干扰 )因此，研究多跳频电台产生的跳频码序列
的性质具有重要的应用价值 )
由于跳频码具有混沌特性，因此多跳频电台产

生的跳频码新序列实质上就是多个混沌系统构成的

新系统 )为了从理论上回答多跳频电台是否还具有
混沌特征，本文推导了多个混沌系统构成的系统的

混沌动力学特性，通过计算吸引子维数以及最大李
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亚谱诺夫指数，验证了新系统具有短期可预测性，因

此从理论和仿真两个方面证明了新系统也具有混沌

特性，也就是混沌具有可加性 !这个结论为用预测的
方式来实施对多跳频电台的引导测向和引导干扰扫

清了理论障碍 !

" # 多个混沌系统构成的系统的混沌动
力学模型

假设有 ! 个混沌时间序列为
｛"#

$｝$｛"#
%，"#

"，"#
&，⋯，"#

$，⋯｝ # $ %，"，⋯，!，
（%）

其中上标表示第 # 个混沌时间序列 !其混沌动力学
差分方程为

"#
$’% $ %（"#

$），# $ %，"，⋯，! ! （"）
为了研究方便，首先考虑两个混沌时间序列构成的

新序列，假定这两个序列对应项交叉构成新序列的

项，即新序列为
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新序列的动力学差分方程为
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于是，! 个混沌时间序列构成的新序列为
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新序列的动力学差分方程为
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当然，新序列中各项的形成方式可以是其他方

式 !不管怎样，新映射!不同于原来的混沌映射 % !

& # 主要结果

!"#" 计算机仿真所用到的混沌映射及其参数

鉴于篇幅，下面只给出了三个典型的混沌映射 !
,-./01/2混沌映射

’（$ ’ %）$"’（$）（% ( ’（$）），" $ )；（3）
4561混沌映射

’（$ ’ %）$
’（$）7" ’（$）! "
（% ( ’（$））7（% ( "） ’（$）8{ "

" $ 9!)； （:）
;56-6混沌映射

’（$ ’ %）$ % ’ (（$）( %!)’"（$），
(（$ ’ %）$ 9!&’（$）{ !

（<）

对于上面的多变量的混沌映射，在下面的分析

中，均取 ’ 分量来计算其关联维数、嵌入维数、预测
值，其相空间中的吸引子也是 ’ 分量的吸引子 !

!"$" 相空间中的吸引子

由于多个混沌时间序列构成的混合序列种类繁

多，为了研究方便，下面只考虑两个混沌序列的组

合，分为相同序列取不同初始值的序列组合以及不

同序列的组合两种情况 !在以下的相图中，样本点都
取 "999点 !
& #"#%# 相同混沌序列取不同初始值的组合混沌序
列的吸引子

两个 ,-./01/2混合混沌映射的 &维吸引子如图 %
所示 !两个 4561混合混沌映射的 & 维吸引子如图 "
所示 !

图 % 两个 ,-./01/2映射的吸引子

图 " 两个 4561映射的吸引子

两个 ;56-6映射的 &维吸引子如图 &（=）所示，
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!!" 平面上的 "维吸引子如图 #（$）所示 %

图 # 两个 &’()(混沌映射的吸引子

以上相图说明，相同混沌序列取不同初始值的

组合序列在三维相空间中有吸引子 %
# *"*"* 不同混沌序列的组合混沌序列的吸引子

图 + ,’(-和 &’()(混合映射的吸引子

图 . ,’(-和 /)012-13混合映射的吸引子

为了方便，所有混沌序列都采用下列归一化

变换：

!（#）4（$（#）5 $6）7（$8 5 $6），

$8 4 9:;
# 4 8，⋯，%
｛$（#）｝，$6 4 91(

# 4 8，⋯，%
｛$（#）｝%

（86）
,’(-混沌映射和 &’()(混沌映射的混合映射的

#维吸引子如图 + 所示 % ,’(- 混沌映射和 /)012-13混
沌映射的混合映射的 #维吸引子如图 .所示 %
以上相图说明，不同混沌序列的组合序列在三

维相空间中也有吸引子 %

!"!" 混合混沌映射的吸引子关联维数

吸引子的维数反映了刻画吸引子至少需要的自

由变量的个数，而吸引子的维数有多种形式，通常使

用的是关联维数，其计算的方法中比较好、使用多的

是 <=:22$’=0’=!>=)3:331: 算法［.］，本文采用这种方法
来计算跳频码吸引子的关联维数 %这种方法的主要
过程是根据相空间的重构矢量 !，计算这些矢量的
关联和 &’（ (），然后作出 /(&’（ (）!/(（ (）曲线（ ( 可
取任意小的正数），取其中比较直的一段平滑曲线的

斜率 )3 作为吸引子关联维数的估计值 %
在以下的仿真中，所有的映射都经过归一化处

理，归一化区间为［6，8］，样本点都为 "666个 %当嵌
入维数比较小时，斜率 )3 还不是真实值；当嵌入维

数逐渐增加到一定程度后，斜率 )3 将会趋于一个

稳定值，这个稳定值就是吸引子的关联维数 %为了保
证 )3 趋于稳定值，本文所取嵌入维数为 ’ 4 .，?，

@，A，B，时间间隔!* 4 8%
图 ?（:）表示两个 &’()(混沌映射的 /(&’（ (）!/(

（ (）曲线，图 ?（$）表示两个 ,’(-和 &’()(混沌映射
的 /(&’（ (）!/(（ (）曲线 %从图 ? 可以看出，两图中的

/(&’（ (）!/(（ (）曲线在嵌入维数增加到一定程度后
（’ C ?）有近似平行的区域，这些平行区域的斜率就
是吸引子的关联维数，其余情况也有类似结果 %
表 8的数据反映了各种混合混沌序列的吸引子

的关联维数是分维的，从量上描述了这些吸引子的几

何特性以及刻画这些吸引子所需自由变量的个数 %

表 8 各种混合混沌映射的吸引子关联维数

混合混沌映射的吸引子关联维数 )3（近似值）

两个 /)012-13混沌映射 #%#B@#

两个 ,’(-混沌映射 "%#@#8

两个 &’()(混沌映射 "%##@"

,’(-和 &’()(映射 "%+A?@

,’(-和 /)012-13映射 #%6+A.

@A68.期 甘建超等：混沌的可加性

Absent Image
File: 0



图 ! 两个混沌映射构成的新序列的 "#!"（ #）$"#（ #）曲线

!"#" 混合混沌映射的最大李亚普诺夫指数

混沌映射的最大李亚普诺夫指数反映了动力系

统的稳定性，也定量地反映了该系统对初始条件的

敏感性［%，&］程度 ’为了计算混合混沌映射的最大李亚
普诺夫指数，本文采用 ()*+#*,-+# 等人提出的算
法［.］，通过对跳频码序列进行相空间重构，记 $%（ &）
表示第 % 条轨道与其最临近轨道在第 & 时刻的距离，

!’ 表示时间间隔，则最大李亚普诺夫指数!就是
"#$%（ &）$ &!’ 曲线的斜率 ’为了得到比较可靠的结果，
可以计算 "#$%（ &）的统计平均值〈"#$%（ &）〉来代替 "#$%

（ &）’对于混沌系统，其 "#$%（ &）$ &!’ 曲线有一段比较
平直的区域，这段区域的斜率就是指数!’
图 &（/）表示两个 ")0-*,-1混沌映射的〈"#$%（ &）〉$

& 曲线，图 &（2）表示两个 3+#,和 4+#)#混沌映射的
〈"#$%（ &）〉$ & 曲线 ’从图 & 可以看出，两图中的〈"#$%

（&）〉$ & 曲线确实有一段比较平直的区域（虚线所
示），其余情形类似 ’表 5列出了各种混合混沌映射
的最大李亚普诺夫指数!，并且最大李亚普诺夫指
数!都为有限的正数，反映了各种混合映射的两条
不同轨道的具体分离程度，充分证明了它们确实具

有对初始值的敏感性，邻近不同轨道随着时间的增

长呈指数分离 ’

图 & 两个混合映射的 6 "#$%（ &）7 $ & 曲线

表 5 各种混合映射的最大李亚普诺夫指数

混合映射的最大李亚普诺夫指数!（近似值）
两个 ")0-*,-1混沌映射 8’59.5
两个 :+#,混沌映射 8’5.%%
两个 4+#)#混沌映射 8’;<%<
两个 :+#,和 4+#)#映射 8’585%
两个 :+#,和 ")0-*,-1映射 8’5%8%

!"$" 混合映射的短期可预测性

为了验证混合序列具有短期可预测性，采用如

下的算法，其步骤为：

;= 重构相空间 ’假设嵌入维数为 "，时间延迟
为"，!’ 为采样时间间隔，则状态向量为

! >（()?（"@;）"!’，()?（"@5）"!’，⋯，()?"!’，()）’
（;;）

5= 根据合适的半径#寻找点 ()（ * 6 )）的空心
邻域 +#（(*）内的邻近点 (*!+#（ ()），其中 * 6 ) ’
计算空心邻域 +#（ ()）内的邻近点个数 A +#（ (,）A，
当时间延迟为"> ;，采样时间间隔!’ > ;时，记录
下这些邻近点的将来第 " 个值 B#? C ’

% ’计算点 (*（* 6 )）的预测值

-()? " > ;
A+#（()）A "(*!+#（ ()）

(*? "，* 6 ) ’ （;5）

如果 " > ;，则为一步预测；若 "#5，则为 " 步

998; 物 理 学 报 <5卷



预测 !在下面的计算机仿真中，均取样本 ! " #$$$，
前面 %$$点为训练集，后面 &%$$ 点为测试集 !为了
便于比较，将真实值 "! 介于预测值 #"! ’ $ ( %) #"! ’ $

范围内者当作有效预测，然后统计 &%$$点的有效预
测率!!记 &%$$点的预测误差的均方根为"!对各类
新映射进行预测时，所取嵌入维数 $ 和邻域半径 %
均为最佳以保证最佳预测效果 !表 *统计了混合混
沌序列的一步预测性能 !

表 * 各种混合映射的预测结果

预测结果
嵌入维

数 $

邻域半

径 %

误差均

方根"

预测比

率!+)
两个 ,-./01/2混沌映射 # $!& $ !#$$$ %3!&***
两个 4561混沌映射 # $!& $ !$&3# 7$!#887
两个 956-6混沌映射 # $!& $ !$#7% 7*!:887
4561和 956-6映射 # $!& $ !$#&* 7#!****
4561和 ,-./01/2映射 # $!& $ !$&:7 73!%***

为了更直观地反映混合映射的预测效果，图 :
和图 3表示了两种典型的混合映射的预测结果，其
中（;）图表示预测，" 轴表示时间，& 轴表示真实值
“。”和预测值“!”；（<）图表示真实值和预测值的关
系，" 轴表示真实值，& 轴表示预测值 !由图 :和图 3
中的（<）图可以看出，真实值和预测值基本上分布在
对角线附近，说明混合映射的预测效果很好，也就是

具有短期可预测性，其余情形也有类似结果 !
以上的理论分析和仿真结果说明了两个混沌时

间序列组合构成的新序列具有有限的正的最大李亚

普诺夫指数#，其吸引子是分维而且具有复杂的分
形结构，这些混合序列还具有短期可预测性，因此新

构成的序列也是一个混沌序列 !于是，下面的命题
成立 !
命题 & 两个混沌时间序列组合构成的新序列

也是一个混沌序列 !
既然两个混沌时间序列组合构成的新序列也是

一个混沌序列，那么三个或三个以上的混沌时间序

列组合构成的新序列是否也是一个混沌序列？下面

的命题给出了肯定的回答 !
命题 # ’（’"#）个混沌时间序列构成的新序

列也是一个混沌序列 !
证明 采用数学归纳法 !
& = 当 ’ " #时，即新序列是由两个混沌时间序

列构成，由前面的论证以及仿真结果可知，新构成的

序列也是一个混沌序列 !
# = 假设 ’ " (（( 为大于 #的正整数）时，( 个混

图 : 两个 ,-./01/2混合映射的预测

图 3 两个 4561和 956-6混合映射的预测

沌时间序列构成的新序列也是一个混沌序列 !下面
证明 ’ " ( ’ &时，即 ( ’ &个混沌时间序列构成的
新序列也是一个混沌序列 !
令 ( 个混沌时间序列构成的新序列为｛)’｝，则 (

’&个混沌时间序列构成的新序列｛*’｝即为序列

3:$&%期 甘建超等：混沌的可加性



｛!"｝与第 # ! "个混沌时间序列构成 #又由假设可知，
序列｛!"｝为混沌序列，所以它与第 # ! "个混沌时间
序列构成的新序列也是混沌序列，即 # ! "个混沌时
间序列构成的新序列｛$"｝是一个混沌序列 #
综上所述，"（ "!$）个混沌时间序列构成的新

序列也是一个混沌序列 #

% & 结 论

本文推导了多个混沌系统构成的系统的混沌动

力学特性，从理论和仿真两个角度说明了两个混沌

时间序列构成的新序列具有对初始值敏感性，两条

邻近轨道随着时间的增长呈现指数分离，其吸引子

是分维而且具有复杂的分形结构，这些混合序列还

具有短期可预测性，因此新构成的序列也是一个混

沌序列 #最后用数学归纳法证明了多个混沌时间序
列组合构成的新序列也是一个混沌序列 #
上面的结论说明混沌现象具有可加性，混合后

新的时间序列具有与原来序列不同的动力学特性，

其吸引子形状在变化，各种混沌特性也在变化，但是

这些变化是在原来特性和形状基础上的变化，是原

来的继承与发展，也就是说既有遗传也有变异 #
混沌时间序列的可加性不仅具有十分重要的理

论意义，而且也有十分重要的应用价值 #在跳频通信
和雷达中，由于跳频具有混沌特性，因此多个跳频电

台发射形成的跳频码也具有混沌特性就是自然的结

论，这为研究多跳频电台提供了理论依据 #
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