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在一维平板鞘层中应用双流体模型在有无碰撞两种情况下分别研究了定向离子束和定向电子束的存在对玻

姆鞘层判据的影响 (研究所涉及的碰撞主要有电荷交换碰撞、电离碰撞和总能量损失碰撞 (工作气体是氩气，气压

是常压 (通过采用四阶龙格 ) 库塔法，得到了数值解 (结果表明定向离子束能减小漂移离子进入鞘层的最小速度，

电荷交换碰撞也能减小这一速度；定向电子束使这一速度增加，与定向电子束相关的电离碰撞却使这一速度大幅

度降低 (

关键词：双流体模型，玻姆鞘层判据，碰撞

!"##：*$%#+，*$%#,，*$**

!国家自然科学基金（批准号：!-’&*#&#）资助的课题 (

! . 引 言

玻姆鞘层判据［!］是等离子体物理中比较重要的

鞘层稳定性判据 (它是在无碰撞、双流体模型中得到

的鞘层稳定存在的必要条件 (文献指出进入鞘层的

漂移 离 子 的 速 度 必 须 大 于 离 子 声 速（ 玻 姆 速

度［$—*］）(由于它的重要地位，又有一些科学家对其

进行了研究 (这其中主要有：/0112345 和 67489345 忽

略了弹性和非弹性碰撞，用动力学模型得到了玻姆

判据的修正解［"］( :2;8055 用动力学模型在德拜长度

范围内研究了玻姆鞘层判据［<］( =>05?;@A 和 BCC;5［’］，

B5D1;E3 和 =>05?;@A［-］考虑了碰撞的作用，但是没有

严格研究漂移运动 (另外，他们还研究了附加负离子

的作用［!#］( F0C;5>252 分别在双流体［!!］和多流 体 模

型［!$］中研究了碰撞对鞘层判据的影响 (
近些年，随着离子束增强沉积技术［!&］的发展，

进入鞘层的不仅仅有被预鞘层加速的漂移离子，还

有被等离子体源或磁场加速的定向离子、定向电子 (
定向离子和定向电子的存在可以对鞘层的特性产生

较大的影响 (而研究有这些束流存在时的玻姆鞘层

判据的变化的文章还很少见 (我要做的工作就是在

一维平板鞘层中，在考虑定向离子束、定向电子束和

碰撞的情况下，研究鞘层判据的变化 (研究在有定向

离子、定向电子的情况下鞘层判据的变化是很有意

义的 (一方面这一研究结果是对玻姆鞘层理论的发

展和完善，具有较强的理论意义 (另一方面，它又是

与等离子体增强沉积技术联系在一起的 (对于新情

况下的实验参数的选取有一定的指导和实践意义 (

$ . 模型、方程组和结论

$%&% 定向离子

$.!.!. 模型

本文所采用的模型是在一维平板鞘中的漂移离

子和定向离子的双流体模型 (鞘层模型如图 ! 所示 (

图 ! 鞘层模型示意图

图 ! 中 ! 是鞘层与等离子体的交界，" 是工

件，! 是进入鞘层内的漂移电子，$ 是进入鞘层的漂
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移离子，! 是进入鞘层的定向离子，" 是鞘层区 #反应

室内的工作气体是氩气 # 鞘层内的中性气体的数密

度是 $%&$，鞘层与等离子体交界处的漂移电子的数

密度是 $%$’ #工件上加的是负偏压 #这里假定定向离

子的初始能量不是很高，它发生的碰撞主要是电荷

交换碰撞；漂移电子在鞘层内的数密度分布遵从玻

尔兹曼分布；鞘层内的离子均为正一价离子 #
& ($(&( 方程组

本文采用双磁流体力学方程组，方程组如下 #
漂移电子：玻尔兹曼分布

!)* + !)* ),*
"!
#$( )

)
# （$）

漂移离子：连续方程

-
-% ! .* &( ).* + % # （&）

动量方程

’ .* & .*
-& .*

-% + / " -!
-% / ’ .* & .*".*0， （!）

".*0 + (& .*#.*0 #
定向离子：连续方程

-
-% ! .1 &( ).1 + % # （"）

动量方程

’ .1 & .1
-& .1

-% + / " -!
-% / ’ .1 & .1".10， （’）

".10 + (& .1#.10 #
泊松方程

-!
-% + / )（%）， （2）

-)
-% + "

$%
! .* 3 ! .1 / !( ))* ， （4）

其中 ! .*，! .1，!)*，( 分别为鞘层内漂移离子、定向离

子、漂移电子和中性气体的密度 #!，) 分别为电势

和电场强度 # % 是到鞘层与等离子体交界的距离 #
".*0，".10是漂移离子和定向离子与中性气体的电荷

交换碰撞频率 ##.*0#.10是对应的电荷交换碰撞截面 #
本文所用到的电荷交换碰撞截面和电离碰撞截面、

总能量损失碰撞截面引用于文献［$"，$’］#
& ($(!( 无量纲化
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由无量纲化过程可知无量纲化后玻姆速度对应

的无量纲能量是 %(’ #
&($("( 边界条件和初始条件

电中性条件，在 % + % 处

!5 .*% 3 !5 .1% + $ # （$"）

在 % + %，)5 + %(%%$，!
5 + % #

在 % + %%，!
5 + / $%，/ ’% / $%%#

$) + $ )8#
&($(’( 结 论

图 & 至图 ’ 为鞘层内有定向离子存在时鞘层稳

定所必需的漂移离子的最小能量与定向离子的数密

度的关系图 #图中 % 轴为定向离子的数密度，+ 轴为

漂移 离 子 的 最 小 能 量 # 图 &，图 ! 中 电 极 电 压 为

/ $%%；曲线 $，&，! 分别代表定向离子的初始能量

"* .1 + $，$%，$%% # 图 "，图 ’ 中定向离子的初始能量

为 $%，电极电压分别为 / $%，/ ’%，/ $%%# 当电极电

压取不同值时，图 "，图 ’ 中对应不同电极电压的曲

线完全重合 #
分析图 &，图 !，图 " 和图 ’，可得结论如下：

$）当定向离子的初始密度为零时，无碰撞的漂

移离子的最小能量为 %(’ # 这与玻姆鞘层判据的结

论相同 #
&）定向离子的初始数密度一定时，随着定向离

子的初始能量的增加，漂移离子进入鞘层的最小能

量（以后用"* 代替）减小 #
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图 ! 无碰撞时漂移离子最小能量与定向离子数密度的关系图

图 " 有碰撞时漂移离子最小能量与定向离子数密度的关系图

图 # 无碰撞时，不同电极电压下漂移离子最小能量的结果图

图 $ 有碰撞时，不同电极电压下漂移离子最小能量的结果图

"）定向离子的初始能量一定时，随着定向离子

的数密度的增加，!! 减小 %

#）当定向离子的初始能量一定、数密度一定时，

有碰撞时的!! 比无碰撞时的!! 小 %
$）无论有无碰撞，!! 与电极上的电压无关 %

!"!" 定向电子

!&!&’& 模型

这里采用的模型是一维平板鞘层中漂移离子和

定向电子组成的双流体模型 %模型如图 ( 所示 %

图 ( 鞘层模型示意图

图 ( 中 " 是等离子体与鞘层的交界，# 是电极

或工件表面，’ 是漂移电子，! 是漂移离子，" 是定向

电子，# 是鞘层 % 反应室内的工作气体是氩气 % 鞘层

内中性气体的数密度是 ’)!’，鞘层与等离子体交界

处的漂移电子的数密度是 ’)’$ % 工作上加的负偏压

为 * $% 漂移电子的温度是 ’+,% 鞘层内发生的碰撞

主要包括电荷交换碰撞、电离碰撞和总能量损失

碰撞 %
这里假设漂移电子的数密度分布遵从玻尔兹曼

分布；鞘层内的离子为正一价离子 %
! &!&!& 方程组

这里采用的磁流体力学方程组如下 %
漂移电子：玻尔兹曼分布
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其中",-.是漂移离子同中性气体的电荷交换碰撞频

率 )"!"，"!"&分别是定向电子与中性气体的电离碰撞

频率和包括弹性碰撞、电离碰撞、电荷交换碰撞等在

内的总能量损失碰撞频率 )
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引入

% $ #
&#

，!
1 $ $!

()!
，’1 ,- $

’ ,-

’!+
，

’1 !" $
’!"

’!+
，"1 ,- $

" ,-

()!

!! ,-

，"1 !" $
"!"

()!

!! !"

，

"* ,- $
"1 *

,-

* ，"* !" $
"1 *

!"

* ，"1 ,-. $",-.

’,-
，

"1 !" $ "!"

’!"
，"1 !"& $"!"&

’!"
，’,- $

’!+ $*

$+ !! ,-
，

’!" $
’!+ $*

$+ !! !"
)

对方程（’2）—（*’）进行无量纲化得

#!
1

#%
$ % &1 ， （**）

#&1

#%
$ ’1 ,- % ’1 !" % !3-（!

1 ）， （*0）

#’1 ,-

#%
$ %

’1 ,- &
1

*"* ,-
4"

1
,-. ’1 ,-

*"*! ,-
4

! ,-

!! !-

"1 !" ’1 !"

*"*! ,-

，

（*5）

#"* ,-

#%
$ &1 % *"*! ,-"1 ,-.， （*2）

#’1 !"

#%
$

’1 !" &
1

*"* !"
4"

1
!"& ’1 !"

*"*! !"
4"

1
!" ’1 !"

*"*! !"

， （*6）

#"* !"

#%
$ % &1 % *"*! !""1 !"& ) （*7）

无量纲化后玻姆速度对应的无 量 纲 能 量 是

+/2 )
*/*/5/ 边界条件和初始条件

电中性条件，在 # $ + 处

’1 ,-+ % ’1 !"+ $ ’ ) （*8）

在 # $ +，&1 $ +/++’，!
1 $ + )在 # $ #+，!

1 $ % 2)

*/*/2/ 结 论

图 7，图 8 为有定向电子束作用时漂移离子的

最小能量与定向电子初始数密度的关系曲线 ) 图中

# 轴代表鞘层与等离子体交界处的定向电子的数密

度；+ 轴代表能使鞘层稳定存在的漂移离子的最小

无量纲能量 )图 7，图 8 中曲线 ’，*，0 的区别如下：

’ 为"* !"+ $ 0+，* 为"* !"+ $ 6+，0 为"* !"+ $ ’++ )

图 7 无碰撞有定向电子束时漂移离子最小能量的结果图

图 8 有碰撞有二次电子束时漂移离子最小能量的结果图

分析图 7，图 8 可以得到结论如下：

’）当定向电子的数密度为零时，漂移离子的最

小能量是 +/2 )
*）当无碰撞并且定向电子的初始数密度一定

时，随着定向电子的初始能量的增加，"* 减小 )
0）当无碰撞并且定向电子的初始能量一定时，

随着定向电子的初始数密度的增加，"* 增加 )
5）当有碰境时，结果曲线迅速下降到 +/+’ 数量

级 )这比玻姆情况小很多 )这说明电离碰撞对鞘层的

特性影响很大，并且电离碰撞使"* 减小，定向电子

数密度越大，"* 越小 )
2）当有碰境并且定向电子的初始数密度一定

时，随着定向电子的初始能量的增加，"* 减小 )
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!" 结果分析

!"#" 定向离子

参照文献［!］的方法我们对结论简单解释如下：

图 # 是有定向离子存在时，鞘层内的数密度的

分布示意图 $图中 ! 轴原点是鞘层与等离子体的交

界，!% 处是工件 $曲线 &，’，!，分别是漂移电子、漂移

离子、定向离子的数密度分布 $这里采用的坐标系为

对数坐标系 $

图 # 鞘层内粒子的数密度分布示意图

在原点处，由无量纲化过程可知电中性条件为

"( )*% + "( ,*% - "( ,.% + & $
漂移电子的密度分布

/0（"( )*）+ /0（"( )*%）- ! - #
是一条直线 $ # 是为了图示方便而引入的坐标系变

换常数 $ 因为 "( )*% + &，对于同一任意点 !，"( )* 为

常数 $
由边续方程可知："$ + 12034 $ 如果离子进入鞘

层的初速为 &，经过鞘层的加速速度增加 &，则离子

的密度 " + %"5"%，是原来的一半；如果离子进入鞘

层的初速为 &%%，经同样的鞘层加速离子的密度 " +
&%%"% 6&%& $所以曲线 ’，!，下降的快慢取决于离子进

入鞘层的初速 $初速越大曲线下降的越慢 $
由文献［!］可知鞘层稳定存在的充分条件为鞘

层内任意电势点 ! 处总的离子数密度大于总的电

子数密度，即

"( ,4247/ ! "( )4247/ $ （’#）

设如图 8 时鞘层刚好能稳定存在，则由方程

（’#）可知在鞘层内任意一点 ! 处，"( ,* - "( ,.! "( )*成

立 $用鞘层边界上的值将其表示出来，即

"( ,*%! - "( ,.%"!#$ （!%）

由上分析可知，因为定向离子进入鞘层的初速

大于漂移离子对应的初速，所以"9!，#是 ! 的函

数，对于同一 !，#为常数 $
结论 # 当定向离子的初始密度为零时，无碰

撞的漂移离子的最小能量的数值解为 %"5 $
这一结果与玻姆鞘层判据无量纲化后的值相

同 $这说明计算结果是正确的 $
结论 $ 当定向离子的初始数密度一定时，随

着定向离子的初始能量的增加，"% 减小 $
当定向离子的初始能量增加时，曲线 ! 下降更

慢，"增大，即":!"$对于同一点 ! 处，鞘层稳定的

充分条件变为

"( ,*%!: - "( ,.%": !#$
当!:!! ;（": ;"）"( ,.% 6"( ,*% 时，此条件成立 $ 因为

!:的最小值小于!，所以漂移离子的最小能量减小

鞘层仍能稳定 $这就是结论 ’ $
结论 ! 定向离子的初始能量一定时，随着定

向离子的数密度的增加，"% 减小 $
当定向离子的初始密度增加时，鞘层稳定的充

分条件变为

"( ,*% ;( )&!: - "( ,.% -( )&"!#，

其中 & 9 % 是定向离子的密度的增量 $ 当!:!! ;
&（";!）6（"( ,*% ; &）时，此充分条件成立 $ 因为!: 的

最小值小于!，所以漂移离子的最小能量减小鞘层

仍能稳定 $这就是结论 ! $
结论 % 当定向离子的初始能量一定、数密度

一定时，有碰撞时的"% 比无碰撞时的"% 小 $
有碰撞时，电荷交换碰撞阻止定向离子和漂移

离子的运动，所以它们的密度曲线下降更缓慢，即

":!"$对于同一点 ! 处，鞘层稳定的充分条件变为

"( ,*%!: - "( ,.%": !#$
当!:!! ;（": ;"）"( ,.% 6"( ,*% 时，此条件成立 $ 因为

!:的最小值小于!，所以漂移离子的最小能量减小

鞘层仍能稳定 $这就是结论 8 $
结论 & 无论有无碰撞，"% 与电极上的电压

无关 $
由图 # 可知漂移离子和定向离子的数密度分布

曲线的曲率在鞘层与等离子体交界处附近比较大 $
鞘层能否稳定存在主要由曲率大的这一部分决定，

而电极电势的改变主要影响鞘层厚度和漂移离子与

定向离子数密度分布曲线上的曲率小的部分，所以

"% 与电极上的电压无关 $这就是结论 5 $

!"$" 定向电子

与定向离子相似我们给出解释如下：图 &% 是有
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定向电子存在时，鞘层内的数密度的分布示意图 !原
点是鞘层与等离子体的交界，!" 处为电极 !曲线 #，

$，% 分别是漂移离子、漂移电子、定向电子的数密度

分布 !这里仍采用对数坐标系 !

图 #" 鞘层内的数密度的分布示意图

由连续方程可得结论如下：定向电子的初速越

大它的数密度分布曲线上升的越慢 !
在原点处，电中性条件为

"& ’(" ) "& ’*" + "& ,("

其中 "& ’(" + # !由（$-）式可知鞘层稳定存在的充分条

件是

"& ,("!! "& ’*"" )#!
因为鞘层内定向电子的密度是增加的，而漂移离子

的密度是减小的，所以"!#!!!" !对同一点 !，#
是常数 !随着定向电子的初始能量的增加，"减小 !

结论 ! 当定向电子的数密度为零时，漂移离

子的最小能量是 "./ !
漂移离子的最小速度等于玻姆速度对应的无量

纲能量这说明计算结果是可信的 !
结论 " 当无碰撞并且定向电子的初始数密度

一定时，随着定向电子的初始能量的增加，"# 减小 !
当定向电子的初始能量增加时，"减小，即"0#

"!鞘层稳定的充分条件变为 "& ,("!0! "& ’*""0 )#!当

!0!!1（"1"0）"& ’*" 2"& ,(" 时，此充分条件成立 !因为

!0的最小值小于!，所以漂移离子的最小能量减小

鞘层仍能稳定 !这就是结论 $ !
结论 # 当无碰撞并且定向电子的初始能量一

定时，随着定向电子的初始数密度的增加，"# 增加 !
当定向电子的密度增加时，充分条件变为（ "& ,("

) $）!0!（"& ’*" ) $）") "& ’("#!当!0!!) $（"1!）2
（"& ,(" ) $）时，此充分条件成立 ! 因为!0 的最小值大

于!，所以漂移离子的最小速度必须增大鞘层才能

稳定 !这就是结论 % !
为了解释结论 3 和结论 /，我们首先引入图 ##

和图 #$ ! 它们是 "& ’*" + "./ 时，鞘层内的漂移离子、

定向电子的密度分布 ! 图 #"，图 ## 中曲线 #，$，% 的

区别如下：# 为"# ’*" + %"，$ 为"# ’*" + 4"，% 为"# ’*" +
#"" !

图 ## 漂移离子的数密度分布

图 #$ 定向电子的数密度分布

结论 $ 当有碰撞时，结果曲线大体处于 "."#
数量级 !这比玻姆情况小很多 !这说明电离碰撞对鞘

层的特性影响很大，并且电离碰撞使"# 减小 !
鞘层内有电离碰撞时，发生一次电离碰撞就产

生一个电子离子对 !电离的电子加入定向电子束，其

平均速度较大，所以定向电子束的密度曲线变化不

太大 !如图 #$ 曲线 # 所示，定向电子束的数密度由

边界的 "./ 增加到电极上的 #，只增加 # 倍左右 !电
离的离子加入漂移离子中，其平均速度较小，所以漂

移离子的数密度迅速增加 !如图 ## 曲线 # 所示，漂

移离子的数密度由边界的 "./ 快速增加到 #" 以上，

增加了 $" 倍，由鞘层稳定的充分条件可知有电离碰

撞时鞘层很容易稳定存在，所以漂移离子的最小能

量比玻姆速度对应的无量纲能量小很多 ! 定向电子

的数密度越大，电离碰撞越剧烈，漂移离子的数密度

越大，鞘层越稳定，漂移离子的最小能量越小 ! 这就

是结论 3 !
结论 % 当有碰撞并且定向电子的初始数密度
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一定时，随着定向电子的初始能量的增加，!! 增加 !
随着定向电子的初始能量的增加，电离碰撞截

面增大，电离碰撞更加激烈，漂移离子的数密度更

大 !由图 "" 可看出定向电子的初始能量由 #$ 增大

到 "$$ 时，漂移离子数密度的最大值由 "$ 增大到

%&，而图 "% 中定向电子的数密度最大值由 " 增大到

"’%，整个鞘层内漂移离子的数密度远大于定向电子

的数密度，所以鞘层更稳定，漂移离子的最小能量减

小，这就是结论 & !
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