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利用分离变量法得到了 " ) ! 维 *+,-.+/0*12+/1203454612 方程包含三个任意函数的精确解 7合适地选择任意函

数，该精确解可以是描述所有方向指数局域的 891:+1. 相互作用，三个方向指数局域的‘;16+<1==’和 891:+1. 相互作用

以及线孤子和 ! 周期孤子相互作用的解 7对 891:+1. 相互作用从解析和几何两个角度进行了详细地探讨，揭示了一

些新的相互作用规律 7
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! B 引 言

众所周知，孤子理论在自然科学，如凝聚态物

理、流体力学、等离子体物理、纤维光学、天体物理、

生命科学等众多领域有着广泛的应用前景［!—$］7 孤

子的弹性相互作用性质是孤子理论具有良好应用前

景的基础 7 ! ) ! 维可积模型中孤子间的碰撞被公认

是弹性的，也就是说两孤子在碰撞过程中除了位相

漂移没有任何物理量的交换，碰撞前后波形保持不

变 7然而从高维可积模型的对称性研究中发现，" ) !
维可积模型的对称结构远比 ! ) ! 维可积模型丰

富［C—’］7由此联想，其孤子间的相互作用可能比低维

可积模型复杂的多 7对高维可积模型的孤子相互作

用有过不少报道，可能高维非线性模型的求解比较

困难，大部分工作局限在相互作用现象的揭示［!%，!!］，

很少涉及相互作用规律的探索 7 我们对该课题做过

不少探索［!"—!$］，给出了某些 " ) ! 维可积模型中 8910
:+1. 相互作用的某些一般规律，由于精确求解的困

难性，我们以往在该方向上的探索也受到了较大的

限制 7最近，分离变量方法的建立［!C，!&］，为进一步揭

示高维可积模型中的孤子相互作用性质提供了有力

的工具 7

本文采用变量分离的思想，按照孤子相互作用

研究的需要，设置了变量分离形式 7得到了 " ) ! 维

*+,-.+/0*12+/1203454612（**3）方程含有三个任意函

数的精确解 7利用该精确解，从解析和几何两个角度

探讨了指数局域孤子（891:+1.）之间的相互作用现

象，揭示了一些新的相互作用规律 7

" B " ) ! 维 **3 方程的精确解

" ) ! 维 **3 方程

"# ) "$$$ ) "!!! D #（"%）$ ) #（"&）! ， （!）

%! D "$ ， &$ D "! （"）

是 ! ) ! 维 E83 方程一个各向同性的 @FG 可积推广 7
HFIF:+，JK 和 @+［!(，!’］通过 LMN/6K.8 变换方法，得到

了该方程的类孤子解 7许多作者对 **3 方程的其他

类型的孤子解也进行了研究，如 L1+<+ 等人［"%］用反散

射方法求解了 **3 方程，OF8-F 和 @F/5-:F.F. 通过

双线性方法获得了该方程的多 891:+1. 解［"!］7 由于

该方程未能写出明显的双线性形式，以往常用的双

线性方法研究孤子相互作用的手段碰到了较大的困

难，因此有关 **3 方程孤子相互作用的研究非常

少 7然而，我们相信 **3 方程存在着许多至今尚未

发现的有趣的孤子结构和丰富的孤子相互作用现
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象 !借用变量分离的思想，可以得到较多的精确解形

式，某些精确解可以用来研究孤子相互作用规律 !
为了采用变量分离方法，引入 "#$%&’() 变换

! * + ,（&( "）#$ - !.， % * + ,（&( "）## - %.，

& * + ,（&( "）$$ - &.， （/）

式中｛!.，%.，&.｝是 001 方程的一个任意已知的种

子解 !为简单起见，取种子解为以下的特殊形式：

!. * .， %. * %.（#，’） &. * &.（$，’）!（2）

把拥有（2）式的（/）式代入（3）式，得到（3）式的三线

性形式

+ "（ "#### "$ - "# "$’ + , "#$ "$$$ - "’ "#$ - "# "$$$$
- 2 "###$ "#）- , "###（ ""#$ - "# "$）- 4 ",# "##$
+ 4 "#$ "# "## - 4 ",$ "$$# + "$（2 ""$$$# - ""#’
+ , "# "’ + , "# "$$$ - 4 "#$ "$$）- ",（ "####$
- "$$$$# - "#$’ ）- / "（ "# "$ + ""#$）（&.$

- %.#）- %.（4 ""# "#$ - / ""$ "## + / ", "##$
+ 4 ",# "$）- &.（4 ""$ "#$ + / ", "$$#

+ 4 "# ",$ - / "# "$$"）* .， （5）

（,）式在变换（/）下自动满足 !
经过详细运算，我们发现方程（5）可以拥有

" * (3（#，’）- (,（#，’）)（$，’） （4）

的变量分离形式 ! 在（4）式中，(3! (3（ #，’），(,!
(,（#，’）是｛#，’｝的函数，)! )（ $，’）是｛$，’｝的函

数 !显然，变量 # 和 $ 已被完全分离 ! 将（4）式代入

（5）式，得到

（, "# + "!#）（(3###(, + (,###(3 - /（(,##(3# + (3##(,#）

- (, (3 ’ + (3 (, ’ - /%.（(3 (,# + (, (3#））-（(3 (,#

+ (, (3#）（,(, + ) +3
$ "!$）（+ )/$ + )’ - /)$&.）* .!

（6）

由于 (3，(, 不依赖 $，) 不依赖 #，方程（6）等价于下

面两个方程：

(, ’(3 + (, (3 ’ * /%.（(3 (,# + (, (3#）- (3###(,

+ (,###(3 - /（(,##(3# + (3##(,#），（7）

)’ * /)$&. + )/$ ! （8）

方程（7），（8）中 %. 和 &. 的任意性，使得 001 方程

的解拥有十分丰富的结构 !事实上，由于 %. 和 &. 的

任意性，我们不必解 3 - 3 维方程（7）和（8）! 即若固

定函数 %. 和 &. 为

%. * 3
/（(3 (,# + (, (3#）

［(, ’(3 + (, (3 ’ - (,###(3

+ (3###(, + /（(,##(3# + (3##(,#）］， （3.）

&. * 3
/)$

（)’ - )/$）， （33）

则 (3，(, 和 ) 成为三个任意函数 !最后，将（4）式代

入（/）式，发现 001 方程具有

! * + ,（&( "）#$

* +
,(,#)$

(3 - (, )
-
,（(3# - (,#)）(, )$

（(3 - (, )）, ，（3,）

% * + ,（&( "）## - %. * + ,
(3## - (,##)
(3 - (, )

-
,（(3# - (,#)）,

（(3 - (, )）, - %.， （3/）

& * + ,（&( "）$$ - &. * +
,(, )$$

(3 - (, )

-
,(,

, ),
$

（(3 - (, )）, - &. （32）

形式的精确解 !从（3.）—（32）式可看出，(3，(, 和 ) 的

任意选择可能会引起 !，%，& 的某些奇性 !因此在选

择任意函数 (3，(, 和 ) 时应考虑避免（3,）—（32）式

的奇性 !即使在选择函数 (3，(, 和 ) 时受到（3,）—

（32）式奇性的限制，解（3,），（3/）和（32）式仍揭示了相

当丰富的孤子结构 !下面是一些有趣的例子 !取

(3 * "*$9:;（+3 # + +/
3 ’），

(, * 3， ) * $9:（ ,, $）， （35）

对物理场 ! 和势 %，我们获得周期孤子解

! * +
,+3 ,, "*:<(;（+3 # + +/

3 ’）:<(（ ,, $）

［"*$9:;（+3 # + +/
3 ’）- $9:（ ,, $）］,

， （34）

% * +
2+,

3［,* - ,"*$9:;（+3 # + +/
3 ’）$9:（ ,, $）］

［,"*$9:;（+3 # + +/
3 ’）- ,$9:（ ,, $）］, !

（36）

如果 (3，(,，) 被选为

(3 * 3 - -3 =>?（,"3）- =>?（",）

- -3, =>?（,"3 -",），

(, * + -33 =>?（"3）+ --3, =>?（"3 -",），

) * $9:（ ,, $）， （37）

"3 * +3 # +#3 ’，", * +, # +#, ’，

#3 * +/
3， #, *

+,（/+2
3 - / ,,, + +,

3 +,
,）

,+,
3

，

-3 * +
2+2

3
， --3, * .

+,
3

， -3, * +.,

2+2
3
，

-33 * 3
+,
3
， . *

（+3 + +,）, +
,,,
+,
3

（+3 - +,）, +
,,,
+,
3

，
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那么势函数

! ! " #（$% "）## & !’ （()）

是描述线孤子和 $ 周期孤子相互作用的解，式中

" ! %( & %# & ! ( & ’
*’*

(
+,-（#!(）

" (
’#
(
+,-（!(）./0（ (# $）& +,-（!# [）(

& ’)#

*’*
(
+,-（#!(）" )

’#
(
+,-（!(）./0（ (# $ ]） 1（#’）

!’ ! (
（2%( %## " %# %(#）

［%# *%( " %# %( * & %####%(

" %(###%# " 2（%###%(# " %(##%##）］! ’ 1 （#(）

若我们选择

%( ! ( & +,-（"(）& +,-（"2）& +(2 +,-（"( &"2），

%# ! ( & +(# +,-（"(）& +#2 +,-（"2）

& ,+,-（"( &"2），& ! +,-（"#）， （##）

"( ! ’( # "#( *，"# ! (# $ "## *，

"2 ! ’2 # "#2 *，
则物理场

- ! " #（$% "）#$ （#2）

是描 述 334 方 程 56/78/% 相 互 作 用 或 56/78/% 和

“9/$8:/;;”相互作用的解，式中

" ! %( & %# & ! ( & +,-（"(）& +,-（"#）& +,-（"2）

& +(# +,-（"( &"#）& +(2 +,-（"( &"2）

& +#2 +,-（"# &"2）& ,+,-（"( &"# &"2）1
（#*）

2<56/78/% 相互作用

!"#" 相互作用的解析分析

本文主要讨论由（#*）式所决定的物理场 - 的一

些性质 1从上面的分析可看出这个描述 56/78/% 相互

作用的解（#2）对色散关系没有要求，耦合系数也可以

是任意的 1当假设 ’( = ’，’2 = ’ 并且#( > ’( =#2 > ’2，

我们可以获得相互作用前后 56/78/% 的表达式

"( ! ( & +,-（"(）& +,-（"#）& +(# +,-（"( &"#），

（#?）

"# ! +,-（"(）（( & +(# +,-（"#）& +(2 +,-（"2）

& ,+,-（"# &"2））， （#@）

"2 ! +,-（"2）（( & +(2 +,-（"(）& +#2 +,-（"#）

& ,+,-（"( &"#））， （#A）

"* ! ( & +,-（"#）& +,-（"2）& +#2 +,-（"# &"2）1
（#B）

考虑到 " 被因子 +,-（ +# & .）相乘（ + 和 . 不依赖

#），对 - 的结果不产生影响 1 因此在讨论 " 的形式

时，不需要考虑相乘的指数公因子 1从（#?）—（#B）式

可看出，若 , ! +(# +(2 +#2，则相互作用前由 "(，"# 表

征的两个 56/78/% 和相互作用后由 "2，"* 表征的两

个 56/78/%，除存在位相漂移外，其余完全相同 1因此

这种碰撞应该是弹性碰撞 1若 ,"+(# +(2 +#2，则碰撞

前后 " 的形式是不同的，因此 56/78/% 的形状也是不

同的 1即相互作用是非弹性的 1若选择三个耦合系数

中的某一个为 ’，如 +(2 ! ’，那么由 "( 和 "# 形成的

场 - 分别是 56/78/% 和“9/$8:/;;”，"2 和 "* 形成的场 -
也是 56/78/% 和“9/$8:/;;”1 即此时 - 是描述 56/78/%
和“9/$8:/;;”相互作用的解 1从（#?）—（#B）式也可以看

到该 56/78/% 和“9/$8:/;;”之间的相互作用也是非弹

性的 1

!"$" 相互作用的几何分析

这节将给出 56/78/% 相互作用的几何分析 1图 (
是（#2）式所确定的 334 方程物理场 - 的两 56/78/%
相互作用图 1 在图 ( 中，三个耦合系数均不为 ’，且

满足 , ! +(# +(2 +#2，图中的三个孤子被表征为

"( ! # " () *，"# ! 2
# $ " B *，"2 ! (

# # " 2 * 1

（#)）

图 (（C），（D），（.）中的时间分别为 " #<’，’，#<’ 1从图

( 可清楚地看到两 56/78/% 相互作用前后形状相同，

这与我们解析分析结论是一致的 1
图 # 也是（#2）式所表示的场 - 的两 56/78/% 相

互作用图 1在此图中我们取 +(#，+(2，+#2 均不为 ’，但

,"+(# +(2 +#2 1图中三个线孤子与（#)）式相同，（C），

（D），（.）三图的时间分别为 * ! " #1’，* ! ’，* ! #1 ’ 1
图 # 清楚地显示了 56/78/% 非弹性相互作用的主要

特征，碰撞前后波形发生了改变 1
图 2 是“9/$8:/;;”和 56/78/% 相互作用图 1 图中 -

也是由（#2）式表示，函数 " 中的一个耦合系数 +(2 为

’，,"+(# +(2 +#2且不为 ’ 1图中三个线孤子与（#)）式

相同，时间（C）* ! " #1 ’，（D）* ! ’，（.）* ! #1 ’ 1 该图

中所反映的“9/$8:/;;”和 56/78/% 相互作用现象与我

们解析分析情况一致，即“9/$8:/;;”和 56/78/% 在相互

作用之后，形状发生了改变 1

?(2(@ 期 阮航宇等：# & ( 维 38EF%8GH3/I8G/IH4+0+$/I 方程中孤子相互作用的探索



图 ! " # ! 维 $$% 方程关于场量 !（由（"&）式确定）的两个 ’()*

+,)- 相互作用图 （ "!"，"!&，""&，#）.（!/"，"/&，"，"/&）；相应的

时间（0）$ . 1 "23，（4）$ . 3，（5）$ . "23

图 " " # ! 维 $$% 方程关于场量 !（由（"&）式确定）的两个 ’()*

+,)- 相互作用图 （ "!"，"!&，""&，#）.（!/"，"/&，"，&/"）；相应的

时间（0）$ . 1 "23，（4）$ . 3，（5）$ . "63

图 & " # ! 维 $$% 方程关于场量 !（由（"&）式确定）的“7)8,9)::”

和 ’()+,)- 相互作用图 （"!"，"!&，""&，#）.（!/"，3，"，&/"）；相应

的时间（0）$ . 1 "23，（4）$ . 3，（5）$ . "23

;!&! 物 理 学 报 <" 卷



!" 结论和讨论

本文采用分离变量方法得到了 ##$ 方程含有

三个任意函数的解 %适当选择任意函数，可以得到相

当丰富的孤子解形式 %文中列出了关于场变量 ! 的

双 &’()*(+ 解，描述“,(-*.(//”和 &’()*(+ 相互作用的

解，周期孤子解；关于势函数 " 的周期孤子解和描

述线孤子和 # 周期孤子相互作用的解 % 对场变量 !
的双 &’()*(+ 之间，“,(-*.(//”和 &’()*(+ 之间的相互作

用从解析和几何两个角度做了较为详细地讨论 %
虽然 0 1 0 维可积模型如 2&$ 方程，孤子间的

相互作用被认为是完全弹性的 % 3 1 0 维可积模型孤

子间的相互作用却呈现了丰富的现象 %在以往的工

作中，我们发现对于 3 1 0 维可积模型只要构成 &’(4
)*(+ 的多孤子解形式与 5*’(.6 $ 孤子解的标准形式

（包含色散关系，耦合系数等所有形式）相同，&’()*(+
之间的相互作用是弹性的，否则是非弹性的 %由于求

解手段的限制，我们无法对该课题做更为深入的探

索 %对于未能写出双线性形式的可积模型，其孤子间

相互作用的研究困难更多 %借助分离变量方法，本文

方便地得到了 ##$ 方程（注，##$ 方程不具有双线

性形式）描述双 &’()*(+ 相互作用的物理场 ! 的形

式，形成 ! 的函数 % 其形式与 5*’(.6 标准解形式相

同，但!与 & 之间没有色散关系的限制，耦合系数

也可任意选择，通过对解的形式分析，我们发现若 %
拥有（3!）式的形式，且耦合系数均不为 7，那么当 ’
8 (03 (09 (39时，! 8 : 3（-+ %）)# 描述的孤子相互作用

是弹性的，除了位相漂移，没有任何物理量的交换 %
然而当其他条件相同，但 ’! (03 (09 (39，场变量 !
所描述的 &’()*(+ 之间的相互作用是非弹性的，即经

过相互作用 &’()*(+ 的波形发生了变化 %文中从解析

和几何二方面给予了证明 %应说明一下，以往我们所

得到的关于 &’()*(+ 相互作用的某些规律与本文研

究的结果是一致的 %只是以前给出的弹性相互作用

的条件比较严，本文的探究发现该条件可以比较宽

松 %我们也对“,(-*.(//”和 &’()*(+ 之间的相互作用给

予了一些讨论 %在（3!）式中取 (09 8 7，则（39）式所表

示的 ! 描述了“,(-*.(//”和 &’()*(+ 相互作用 %
分离变量方法可应用于多个高维可积甚至不可

积模型求解，从不同的变量分离形式可以得到不同

类型的精确解表示 %只要原方程拥有方程（;）形式的

分量分离，一定存在本文所列举的所有解形式 % 其

&’()*(+ 之间的相互作用也一定遵循本文所得到的

规律 %
对于不可积模型是否可以用（;）式的形式进行

变量分离？是否存在着在相互作用过程中波形保持

不变的孤子解？值得进一步研究 %

作者感谢楼森岳教授的帮助和讨论 %
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