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利用多重尺度法，研究了谐振、非谐的近邻和次近邻相互作用下单原子链的晶格振动行为，发现非传播孤子在

单原子链 ()*++,-*. 区的任何位置均有可能存在 /与仅考虑最近邻相互作用下的单原子链的孤子群速相比，此时链中

孤子的群速在 ()*++,-*. 中央增大且衰减得更快；在 ()*++,-*. 区会出现另一个群速为零的位置 /同时，孤子的幅度也相

应增大且最大幅度孤子的位置趋向于 ()*++,-*. 中央 /
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对于只考虑最近邻原子之间相互作用的线性谐

振链，通常只有链中存在杂质、点缺陷或局域力常数

缺陷［!，"］，线性谐振链中才存在着局域振荡模式 /这
种外来杂质或缺陷引起的链中晶格杂质局域模［0］的

振幅大小分布距中心指数衰减，振动频率可位于系

统的线性频率之上或禁带之中，且杂质局域模在链

中是不传播的，即此局域振荡模式相应的振动频率

钉扎于杂质或缺陷处 /近 "$ 年来，这一杂质局域模

已被人们进行了细致地研究且理论也比较成熟 /然
而，!’11 年 5*676)8 和 9:;6.,［#］在完整晶格中提出了

四次非谐项的非线性链模型，人们便热心于非谐链

中的非线性问题的研究［%—1］/ <6.:)=, 等［’］在非谐点

阵中观察到两种非传播的自局域结构：畴壁（=,>:*.
?:++8）和扭结孤立子（;*.;8），陈伟中［!$，!!］也在位相匹

配或位相不匹配的情况下观察到自局域结构 / 在理

论方面，@-:.A 等［!"，!0］在计及最近邻谐振的非谐链

中推出链中任何晶格位置均存在反对称性的内在局

域模，即链中既有传播的又有非传播的局域孤子，且

非传播的局域孤子在 ()*++,-*. 区边界上存在，非传

播的局域孤子的振动频率位于 ()*++,-*. 区的声频之

上 /(,.:)B 等［!#］利用旋转波近似方法结合分子动力

学数值模拟了考虑次近邻谐振的非谐链中包络孤立

子的具体特征 /我们［!%—!2］曾解析地研究了考虑次近

邻谐振和最近邻三次、四次非谐相互作用下的单原

子链中孤子的性质 / 总之，对于完整晶格的单原子

链，其任意位置都可能存在局域振荡模式———呼吸

子等非线性元激发 /由于仅仅计及最近邻的非谐作

用，则人们一直认为非传播的局域孤子固定在 ()*+C
+,-*. 区的边界 /

对于晶格振动是一种集体运动，这种集体运动

表现为格波在晶格中的传播，其等价的元激发是声

子［0］/仅仅考虑原子链最近邻谐振相互作用，链中有

许多现象并不能很好地描述 / 对于一些原子或分子

晶体［!1］，当其四极矩比较显著而双极矩较小时，即

四极矩与四极矩的相互作用占主要地位，则仅仅考

虑链中的最近邻格点的相互作用就能达到要求的近

似程度，如利用非线性链的内在局域模的性质解释

一些固体的低温比热的特性［!’］/但在特殊情况或精

确度要求更高的情况下，计算原子链中的某些物理

规律就必须考虑双极矩与双极矩的相互作用［"$］，即

必须考虑次近邻格点之间的相互作用 / 如分子晶体

中的激发转移（6DE*B:B*,. B):.8F6)）［!1］和生物聚合物电

子振动的能量输运（7*G),. 6.6)AH B):.8I,)B）［"!］就必须

涉及于次近邻之间的相互作用 / 对于研究金属的某
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些输运特性［!!］亦如此 " #$%&’( 等［)*］考虑了次近邻谐

振和最近邻四次非谐作用的单原子链的单一格点的

势能为

! + )
! "!（#$,) - #$）! , )

! ". !（#$,! - #$ ）!

, )
* %*（ &）#*

$ , )
* "*（#$,) - #$ ）*， （)）

其中第二项为次近邻谐振项，#$ + #$（ ’）是非线性

点阵中第 $ 个质量为 ( 的原子的位移，")（ ) + !，*）

是最近邻点阵中相互作用的力常数，". ! 是次近邻

点阵的相互作用力常数，%* 是非谐次（四次方）的格

点势（$%/01(2 3$(2%(1&4）常数 " 他们采用旋转波近似

（’$(&(1%5 6&72 &33’$819&(1$%）结合分子动力学模拟链

中存在包络孤子 "我们［):］曾考虑次近邻谐振和三次

方、四次方非谐相互作用的非线性点阵的单一格点

的势能为

! + )
! "!（#$,) - #$）! , )

! ". !（#$,! - #$ ）!

, )
; ";（#$,) - #$ ）; , )

* "*（#$,) - #$ ）*，（!）

得出链中存在包络孤子、扭结包络孤子和反扭结包

络孤子 "根据双势阱模型［!!，!;］，本文考虑最近邻和次

近邻非谐的共同相互作用出发，从而链的单一格点

的势能可以写成

! + )
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因此，整个单原子链的 <&914($%1&% 为

* +![
$

+!
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对（*）式进行简单的运算就可得到其运动方程为

=! #$

= ’! - ,!（#$,) , #$-) - !#$ ）- ,. !（#$,! , #$-!

- !#$）- %*（ &）#;
$ - ,*［（#$,) - #$ ）; ,（#$-)

- #$）;］- ,. *［（#$,! - #$）; ,（#$,! - #$）;］+ >，
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式中 ,) +
")

( ，,. ) +
". )

( ，（ ) + !，*）" 在此，我们采用多

重尺度法［!*］，令

#$（ ’）+!#（)）（"$ ，#，$$ ）,!! #（!）（"$ ，#，$$ ）

,!; #（;）（"$ ，#，$$ ）, ⋯

+!
@

- + )
!-#（ -）（"$ ，#，$$ ）" （:）

式中!为有限小的参数，#（ -）
)，. + #（ -）（") ，#，$. ）"多重

尺度的“慢”变量"$ +!（$/ -%’），#+!! ’，而“快”变

量$$ + $"/ -&’ 表示行波的相位，"，&分别是行波

的波数和频率，/ 为晶格常数，%是待定参数 " 然而

由于原子链的空间具有离散性［;］，我们采用准离散

近似［!?］进行处理，
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利用（A）式，将（:）式代入（?）式，比较!的各次幂有
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由于（B）式是线性波动方程，从而具有一般形式的格

波解
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于是，我们可得出考虑次近邻相互作用的色散关系

$( " ) $( *&+( %&( )( $ ) $, ( *&+(（%&）- （!(）

在图 ! 中，我们得出具体的色散关系曲线 -

图 ! 单原子链的色散关系（实线是考虑次近邻相互作用下

单原子链的色散关系，虚线表示只计及最近邻相互作用下单

原子链的色散关系 - 图中各参数的相对量为 $( " ! - #，$,( "

#.)，& " !.#）

图中实线是考虑次近邻相互作用下链的色散关

系，虚线表示只计及最近邻相互作用链的色散关系 -
通过比较这两条曲线有：考虑次近邻相互作用后，原子

链色散关系的极大值的位置在图中的 ’ 处，而原来的

极大值（/0&1123&+ 区边界）# 点现为次极大值 -通过消除

（4）式中%的二阶近似方程中的久期项［(5］得到

& "
$( &
$

*&+（%&）$
( $, ( &
$

*&+（(%&）" (6，（!7）

式中 (6 "
8$
8%为链中声子传播的群速 -

图 ( 单原子链中的孤子在第一 /0&1123&+ 区的群速（实线是考虑

次近邻相互作用下链中孤子的群速，虚线表示只计及最近邻相

互作用链中孤子的群速 -图中各参数的相对量同图 !）

图 ( 示出了链中孤子的群速在第一 /0&1123&+ 区

的变化情况 -实线是考虑次近邻相互作用下链中孤

子的群速，虚线表示只计及最近邻相互作用链中孤

子的群速 -两者相比，前者在第一 /0&1123&+ 区中央增

大再向两边衰减；而且衰减得比后者更快 - 从而，在

第一 /0&1123&+ 区中出现了一个新的群速为零的位置，

其相应频率位于 /0&1123&+ 区声频之间 -通过消除（!#）

式中%的三阶近似方程中的久期项［(5］可以得到

&!#
!! $ )!

( #
!"

(
"
$ * 9 # 9(# " #， （!)）

其中

) " !
(

+($
8%( ；

* " 7
($

,) ’
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$((
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! ’ !5
$,)
$((
$)

! ! ’ $
(
!

) $( )
(

{ }(

，

式中"! 为图 ! 中仅仅计及最近邻相互作用的链中

的色散关系 -
然后，通过变换 ## " !# :%，# " ! :%，"" "%（ "&

’ (6 -）"%." ，!"%( -，可将（!)）式化为非线性薛定

谔方程

&!!
!- $ )’

( !
’.(

"
$ * 9 ! 9(! " #- （!;）

利用反散射变换［(5］，可得出上式的解［(5］为

! " ()[ ]*

!
(
%# *%<=%#［（" ’ "#）& ’ (6 -］%&

（ %(# )-’##），

（!5）

式中 %#，## 是积分常数，"# 是任意积分整数 -因此，

整个晶格的位移有如下解的表达式：

!"（ -）" ( (/[ ]*

!
(
%# *%<=%#［（" ’ "#）& ’ (6 -］

> <2*［%"& ’（$ ’ %(
# )）- ’##］- （!?）

（!?）式为典型的包络孤子 - 在图 ! 中的 /0&1123&+ 区

边缘 # 点，% " @ %/ " @#:&，(6 "
8$
8% " #，从而（!?）

式变为

!"（ -）" ( (/[ ]*

!
(
%# *%<=%#［（" ’ "#）&］

> <2*［%"& ’（$ ’ %(
# )）- ’##］，（!A）

即在 # 点为非传播的包络孤子 -同样，在色散关系图

!中的是极大值 ’ 点，(6 " 8$
8% " #，且$ "$BCD E

$@ %/，说明在 ’ 点一样也存在非传播的包络孤子 -因
此，在考虑次近邻相互作用下，非传播的包络孤子的

相应频率既有利于 /0&1123&+ 区声频之上又有位于
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!"#$$%&#’ 区声频之间 (并不像杂质局域模钉扎于某处，

而是在 !"#$$%&#’ 区的任何位置均有可能存在 (

图 ) 单原子链中的孤子在第一 !"#$$%&#’ 区的幅度（虚、实线分别

表示考虑次近邻相互作用前、后链中孤子的幅度 (图中各参数的

相对量为 !* + ,(-，!. * + -(/，" + ,(-，#/ + -(0，!/ + -(1，!. / + -(*）

当然，如果不考虑次近邻的相互作用，在 $ 点

不可能存在非线性元激发 (然而，当考虑次近邻相互

作用时，单原子链中的非线性元激发的幅度也发生

了相应的变化（如图 )）(虚、实线分别表示考虑次近

邻相互作用前、后链中孤子的幅度 (显然，计及次近

邻相互作用链后非线性元激发的幅度增大，且最大

幅度的非线性元激发的位置趋向于 !"#$$%&#’ 区的中

央 (这较为合理地解释了文献［2—,,］的实验所观察

到的非线性元激发最明显的位置是在 !"#$$%&#’ 区的

中央 (
另外，如果完整地考虑系统运动方程（即如（*）

式，%)，%. )!-）时，其多重尺度展开一样，只是计算

上更复杂些 (原子的位移只不过是在现有的基础上

叠加一个以局域模为中心的反对称分布的静态“直

流”分量 (
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