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研究相对论力学系统的形式不变性与 ()*+,*-对称性，给出相对论力学系统的 ()*+,*-定理，以及形式不变性的
定义、判据和守恒量，得到形式不变性和 ()*+,*-对称性的关系，并举例说明结果的应用 .
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& 0 引 言

关于力学系统对称性与守恒量理论的研究一直

是数学、力学、物理学等领域的重要课题 .寻求力学
系统守恒量的近代方法，主要是研究作用量在无限

小变换下不变性的 ()*+,*-方法［&］和研究运动微分
方程在无限小变换下不变性的 12*方法［!］.近 &$多
年来，()*+,*-对称性理论和 12*对称性理论的研究
取得了一系列重要成果［/—&/］.形式不变性是不同于
()*+,*-对称性和 12*对称性的一种新的对称性，它
是指运动方程中出现的动力学函数在经无限小变换

后仍满足原来的方程 .关于经典力学系统形式不变
性的研究已取得了一些结果［&3—&’］.本文研究相对论
力学系统的形式不变性与 ()*+,*-对称性，给出相对
论力学系统的 ()*+,*- 定理，以及形式不变性的定
义、判据和守恒量，得到形式不变性与 ()*+,*-对称
性的关系，并举例说明结果的应用 .

! 0 相对论力学系统的 ()*+,*-对称性

设力学系统由 ! 个质点组成，系统的位形由 "
个广义坐标 #$（ $ 4 &，!，⋯，"）确定，则系统的相对
论性 5’67*89*-+原理为［&:］
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为系统的相对论性广义动能 .将广义力 ’$ 分为有

势的’> $ 和非有势的’? $，有
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其中 -" 4 &" < , 为系统的相对论性 1AB-ACB*
函数 .
取无限小单参数群变换

$% 4 % @#%，$#$（$%）4 #$（ %）@##$， （"）
在一级近似下，其展开式为

$% 4 % @!.（ %，"，"·），
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其中!为无限小参数，.，/$ 为无限小单参数群变换

的生成元 .于是有
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广义坐标的等时变分和非等时变分有如下关系［%］：
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将等时变分用生成元表为
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将（:）式代入（3）式，得
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将（!"）式展开，加上并减去一个函数!!
!!
!" #，整理

得
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再在（!!）式中加上并减去一规范函数!)*（ "，!，!·），
得
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这就是相对论力学系统 +’,-./0.12原理不变性条件
的变换 )
如果无限小变换的生成元 #，’% 和规范函数 *

# *（ "，!，!·）满足如下条件：
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则相应的对称性为 45.26.1对称性，此时系统存在如
下守恒量：
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称（!3）式为相对论力学系统的 45.26.1等式 )
定理 ! 对相对论力学系统，如果无限小变换

的生成元 #，’% 和规范函数 * # *（ "，!，!·）满足条件
（!3）式，那么系统存在形如（!:）式的守恒律 )该定理
称为相对论力学系统的广义 45.26.1定理 )

3 ; 相对论力学系统的形式不变性

设系统受到的约束是理想的完整约束，则由（:）
式可得系统的相对论性 <=>1=8>.方程为
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引入 @A-.1算子
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取无限小变换的生成元向量
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它的一次扩展
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在变换（B）下，<=>1=8>.函数 ! # !（ "，!，!·）变成

#!! # !!（$"，#!，
(#!
($"
），非势广义力 &$ % # &$ %（ "，!，!·）

变成%&$ % # &$ % $"，#!，
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定义 如果在无限小变换（B）下，方程（!C）的形
式保持不变，即

,%（#!!）#%&$ % （ % # !，*，⋯，$），（*!）
则称这种不变性为相对论力学系统（!?）的形式不
变性 )
将#!!，%&$ % 展开，有
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%&$ % # &$ %（ "，!，!·）&!-（!）（&$ %）& "（!*）)（*3）
判据 对相对论力学系统（!?），如果无限小变

换的生成元 #，’% 满足
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%）# "， （*:）

则在无限小变换（B）下，相对论力学系统是形式不变
性的 )
证明 将 @A-.1算子作用于（**）式，去掉!* 及

更高阶小项，得
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!"（!#"）! !"（#"）"!!"（$（#）（#"）），（$%）
将（#&）式代入（$%）式，并利用（$’）式，得
!"（!#"）!#%(
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将（$+）式代入（$*）式，便得（$#）式 ,
相对论力学系统的形式不变性在一定条件下可

导致守恒量 ,
定理 $ 在无限小变换（*）下，如果相对论力学

系统（#%）是形式不变性的，且存在规范函数 &’ !

&’（ (，!，!·）满足结构方程
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则系统存在如下守恒量：
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证明 （$2）式对 ( 求导后将（$&）式代入，并注

意到（#%）式便可得证 ,

+3 形式不变性与 4.51657对称性的关系

由（$+）和（#’）式可知，相对论力学系统的形式
不变性与 4.51657对称性一般而言是不同的 ,关于它
们之间的关系有如下定理：

定理 ! 如果相对论力学系统（#%）在无限小变
换（*）下是形式不变性的，则当无限小变换的生成元

)，’" 和规范函数 & ! &（ (，!，!·）满足（#’）式时，形
式不变性也是 4.51657对称性，否则，形式不变性不
是 4.51657对称性 ,
定理 " 如果相对论力学系统（#%）在无限小变

换（*）下是 4.51657对称性的，则当无限小变换的生
成元 )，’" 满足（$+）式时，4.51657 对称性也是形式
不变性的，否则，4.51657对称性不是形式不变性的 ,
相对论力学系统的 4.51657对称性和形式不变

性导致的守恒量分别由定理 #和定理 $给出 ,如果
相对论力学系统在给定无限小变换（*）下既具有
4.51657对称性，又具有形式不变性，由定理 # 和定
理 $知，4.51657对称性和形式不变性导致相同的守
恒量 ,
本文结果具有更一般的意义，对相对论情况和

经典情况都适用，当 8 "# . 8% / 时，相对论性广义动

能 0"化为经典动能 0 !$
1

. ! #

#
$ 23.
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.，本文结果化为

经典情况下的结果 ,

% 3 算 例

设相对论力学系统的 9:;7:/;5函数为

#" ! 2< /$（# ) # )（+·$# " +·$$）= /$& ）) 4，
（$>）

所受的非势广义力为 %( # ! +·#，%( $ ! ) +·$，势能 4
为常数 ,研究其形式不变性和 4.51657对称性 ,
方程（$+）给出
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取
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则（’<）和（’#）式满足 ,故对生成元（’$）式，系统是形
式不变性的 ,
方程（#’）给出
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将（’$）式代入（’’）式，可求得规范函数 & !（ +$ )
+#），故对生成元（’$）式，系统也是 4.51657对称性的 ,
由定理 # 和定理 $ 知，系统的形式不变性和

4.51657对称性导致的守恒量相同，为
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若取

! ! "， "# ! $ #%， "% ! ##， （&’）
则（&"）和（&#）式不满足，但由（&&）式可求得规范函
数 $ ! ## #%，故对生成元（&’）式，系统不是形式不变
性的，但却是 ()*+,*- 对称性的，根据定理 #，这个

()*+,*-对称性导致的守恒量为
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［4］ @*B F G #777 <==53’)*391- 9! >30 /:98=- )16 >30 <5?0@:)- *9 491A

-*:)3106 (0’+)13’)5 2,-*0&-（J*BKB1L：Q0B*10* I-*22）（B1 D,B1*2*）［梅

凤翔 #777 李群和李代数对约束力学系统的应用（北京：科学

出版社）］

［A］ H,R) S S R1T @*B F G #777 2,&&0*:30- )16 491-0:B06 78)1*3*30- 9!

(0’+)13’- 2,-*0&（J*BKB1L：Q0B*10* I-*22）（B1 D,B1*2*）［赵跃宇、梅

凤翔 #777 力学系统的对称性与不变量（北京：科学出版社）］

［8］ FR1L U V %""" <==5 3 ()*+ 3 (0’+ 3 "! 8&4
［7］ FR1L U V %""# <’*) $+,- 3 231 3 %# #""#（B1 D,B1*2*）［方建会 %""#
物理学报 %# #""#］

［#"］ W<) S G，UBR1L ; S R1T S< S %""# 4+31 3 $+,- 3 !# #8#
［##］ H,R1L S %""% <’*) $+,- 3 231 3 %! E4#（B1 D,B1*2*）［张 毅 %""%
物理学报 %! E4#］

［#%］ FR1L U V %""% 4+31 3 $+,- 3 !! &#&
［#&］ ;<) Q 9 %""% 4+31 3 $+,- 3 !! E%7
［#E］ @*B F G %""# 4+31 3 $+,- 3 !# #AA
［#’］ XR1L Q S R1T @*B F G %""# 4+31 3 $+,- 3 !# &A&
［#4］ XR1L Q S R1T @*B F G %""% 4+31 3 $+,- 3 !! ’
［#A］ ;B Y U，ZBR) S F R1T @*1L U %""% <’*) $+,- 3 231 3 %! #（B1 D,BP

1*2*）［李仁杰、乔永芬、孟 军 %""% 物理学报 %! #］

［#8］ FR1L U V，G<* Z H R1T H,R) Q Z %""% <’*) $+,- 3 231 3 %! %#8&（B1

D,B1*2*）［方建会、薛庆忠、赵嵩卿 %""% 物理学报 %! %#8&］

［#7］ ;<) Q 9 #77# 2+)1?+)3 . 3 (0’+ 3!" 4#（B1 D,B1*2*）［罗绍凯 #77#
上海力学 !" 4#］

!"#$ %&’(#%(&)* (&+ ,"*-.*# /0$$*-#0 "1
( #*2(-%’%/-%) $*).(&%)(2 /0/-*$

FR1L UBR1PV<B SR1 GBR1LPV)1L D,*1 I*BPQ,*1L
（C0=):*&01* 9! <==5306 $+,-3’-，D13B0:-3*, 9! $0*:9508&，C91?,31? %’A"4#，4+31)）

（Y*0*BO*T #A U<M? %""%；-*OB2*T [R1<20-B\+ -*0*BO*T 4 5<L<2+ %""%）

5]2+-R0+
:1 +,B2 \R\*-，̂ * 2+<T? +,* _)-[ B1OR-BR10* R1T ()*+,*- 2?[[*+-? )_ R -*MR+BOB2+B0 [*0,R1B0RM 2?2+*[3 FB-2+M?，̂ * LBO* +,*

()*+,*- +,*)-*[ )_ R -*MR+BOB2+B0 [*0,R1B0RM 2?2+*[，R1T +,* T*_B1B+B)1 R1T 0-B+*-B)1 R1T 0)12*-O*T ‘<R1+B+? )_ +,* _)-[ B1OR-BR10*
B1 +,* 2?2+*[3(*a+，+,* -*MR+B)1 ]*+^**1 +,* _)-[ B1OR-BR10* R1T ()*+,*- 2?[[*+-? )_ +,* 2?2+*[ B2 )]+RB1*T3 FB1RMM?，̂* LBO* R1
*aR[\M* +) BMM<2+-R+* +,* R\\MB0R+B)1 )_ +,* -*2<M+ 3

&’()*+,-：-*MR+BOB+?，[*0,R1B0RM 2?2+*[，_)-[ B1OR-BR10*，()*+,*- 2?[[*+-?
./00："&&"，"&%"

E4’# 物 理 学 报 ’%卷


