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利用改进的 ()*+函数方法将广义变系数 ,-.方程和 /,-.方程化为一阶变系数非线性常微分方程组 0通过求
解这个变系数非线性常微分方程组，获得了广义变系数 ,-.方程和 /,-.方程新的精确类孤子解、有理形式函数
解和三角函数解 0
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!国家重点基础研究发展规划项目（批准号：!11’$&$#$$）和国家自然科学基金（批准号：!$$2"$!&）资助的课题 0

! 3 引 言

自从求解 ,-. 方程初值问题的反散射方法提
出以来［!］，在非线性演化方程的求解理论方面有了

很多有效方法，如 4)567*-变换、89:;()变换、<):=;7>
变换、()*+函数方法等［!—%］0但这些方法大多仅用于
常系数的方程求解问题 0常系数的方程只能近似地
描述实际物理现象，为了准确描述实际物理现象，相

应的变系数非线性方程的研究便显得非常重要 0文
献［?］用 /97:)方法研究了变系数 ,-.方程

!" @ #$（ "）（!$$$ A #!!$）

A %#!（ "）!$ B %（ "）（"! A $!$） （!）
和变系数 /,-.方程

&" @ #$（ "）（&$$$ B #&" &$）

A %#!（ "）&$ B %（ "）（& A $&$） （"）
的无穷多守恒律 0文献［#—1］用特殊的函数变换和
截断展开法获得了广义变系数 ,-. 方程和 ,-.C
/,-.方程

&" A "!（ "）& A［"（ "）A!（ "）$］&$

B &’#（ "）&&$ A#（ "）&$$$ @ $， （&）

#$（ "）［&$$$ B (! &" &$ A "("（&"
$ A &&$$）］

A (& %（ "）#$（ "）&&$ A［#!（ "）A #"（ "）$］&$

A #"（ "）& A &" @ $ （%）
的多种新的精确类孤子解 0式中 ()（ ) @ !，"，&）是任

意常数，%（ "）@ [D>E B"
"

(
#"（ *）- ]* ，#)（ ) @ !，"，&）

是 " 的任意函数 0
方程（&）是一个受数学家和物理学家感兴趣的

可化为描述诸多重要物理现象的方程，如它可化为

变系数的非均匀谱 ,-. 方程（!）［?，!$，!!］、柱 ,-. 方
程［!"］

&" A
!
" "& A #&&$ A &$$$ @ $ （?）

和具有弛豫效应非均匀介质的 ,-.方程［!"］

&" A#（ "）& A［（ ’$ A#（ "）$）&］$
A #&&$ A &$$$ @ $ （#）

等 0
近年来，在计算机的符号计算软件的支持下，出

现了以 F9等人建立的机械化求解方法的软件包［!&］0
其中一个关键步骤是使用了 ()*+函数方法 0对 ()*+
函数方法 G)*［!%］和 H)*［!?］又进一步进行了有效的改
进，广泛应用于常系数非线性演化方程的精确解的

求解问题 0这些方法的主要思想是把常系数非线性
演化方程转化为一个常系数的非线性代数方程组，

然后利用吴消元法求解此方程组，从而获得常系数

非线性演化方程的精确解 0本文进一步改进上述方
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法，将变系数非线性演化方程转化为一个变系数的

非线性一阶常微分方程组，求解此方程组从而获得

变系数非线性演化方程的多种精确解 !以方程（"）和
（#）为例说明方法的有效性 !方程（$）的解可利用文
献［%］给出的&’()*变换（$+）由方程（"）的解得到，而
方程（%）和（,）是方程（#）的特例 !

" - 改进的 .*/0函数方法和广义变系
数 123和 &123方程新的精确解

现将文献［$4］中 5*/的方法改为如下形式 !
考虑一给定的具有两个自变量 !，" 的变系数

非线性偏微分方程

#（$，$"，$!，$!!，⋯）6 +， （7）
设方程具有如下形式的解：

$（!，"）6 !
%

& 6 +
’&（ "）!&［(（ "）! 8 )（ "）］，（9）

式中 ’&（ & 6 $，"，⋯，%），(，) 为待定函数，!满足
方程

!: 6" 8!"， （;）
式中“:”表示对# 6 (（ "）! 8 )（ "）求导，"为任意
常数 !
方程（;）具有如下形式的通解：

! 6 < <" ".*/0 <" "#， " = +，（$+）

! 6 < <" ">?.0 <" "#， " = +，（$$）

! 6 < $
#
， " 6 +， （$"）

! 6 "".*/""#， " @ +， （$#）

! 6 <"">?.""#， " @ +! （$4）
将（9）和（;）式代入（7）式，并令 !，!&!*（ & 6 $，"，⋯ %，
* 6 +，$）的系数为零（% 的确定与文献［$4］相同），可
得一变系数非线性常微分方程组 !求解此方程组，便
可得原方程的精确解 !
下面以此方法求解方程（"）和（#）!首先解方程

（"）!根据本文的方法，可设解的形式为
$ 6 +（ "）8 ,（ "）!（#）， （$%）

将（$%）式代入方程（"），并令 !，!&!*（ & 6 $，"，⋯4，*
6 +，$）的系数为零，得到如下一阶变系数非线性常
微分方程组：

,-+（ "）,（ "）(（ "）（,（ "）< (（ "））

A（,（ "）8 (（ "））6 +， （$,）

",（ "） 2
2 "(（ "）8 .（ "）(（ "( )） 6 +， （$7）

,（ "） 2
2 "(（ "）8 .（ "）(（ "( )） 6 +， （$9）

.（ "）,（ "）8 $"-+（ "）（,（ "））"

A (（ "）+（ "）" 8 2
2 ",（ "）6 +， （$;）

$"-+（ "）（,（ "））" (（ "）+（ "）6 +， （"+）

2
2 "+（ "）8 ,（ "）"

2
2 ")（ "）8 .（ "）+（ "）

< 4-$（ "）,（ "）(（ "）" 8 ,-+（ "）,（ "）(（ "）

A（ +（ "））"" < "-+（ "）,（ "）（(（ "））#"" 6 +，（"$）

,（ " (）,-+（ "）(（ "）"（,（ "））" 8 2
2 ")（ "）

8 ,-+（ "）(（ "）（ +（ "））)" < ,（ "）（4-$（ "）

A (（ "）8 9-+（ "）（(（ "））#"）6 +! （""）
由（"+）式可知

+（ "）6 +， （"#）
代入（$,）—（""）式，得到

,,（ "）-+（ "）(（ "）（,（ "）

< (（ "））（,（ "）8 (（ "））6 +， （"4）

.（ "）,（ "）8 2
2 ",（ "）6 +， （"%）

,（ "） 2
2 "(（ "）8 .（ "）(（ "( )） 6 +， （",）

",（ "） 2
2 "(（ "）8 .（ "）(（ "( )） 6 +， （"7）

,（ " (）,-+（ "）(（ "）"（,（ "））" < 4-$（ "）(（ "）

8 2
2 ")（ "）< 9-+（ "）（(（ "））# )" 6 +， （"9）

",（ " (） 2
2 ")（ "）< 4-$（ "）(（ "）

< "-+（ "）（(（ "））# )" 6 +! （";）

由（"%）—（"7）式可知

,（ "）6 (（ "）6 BCD <#
"

’
.（ /）2( )/ ， （#+）

由（"9）和（";）式可知

)（ "）6#
" [
’

4-$（ /）BCD <#
/

’
.（ 0）2( )0 8 ""-+（ /）

A BCD < ##
/

’
.（ 0）2( ) ]0 2 / ! （#$）

将（$+）—（$4），（"#），（#+）和（#$）式代入（$%）式，得
到方程（"）如下新的精确解：
类孤子解（"= +）

$$（!，"）6 < <" "BCD <#
"

’
.（ /）2( )/ .*/0 <" "
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{! "#$ %!
!

"
#（$）&( )$ % ’!

! [
"
(&)（$）"#$ %!

$

"
#（’）&( )’

’ *!&+（ $）"#$ % ,!
$

"
#（ ’）&( ) ]’ & }$ ； （,*）

奇性类孤子解（!- +）

(*（%，!）. % %" !"#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ /012 %" !

{! "#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ % ’!

! [
"
(&)（ $）

! "#$ %!
$

"
#（ ’）&( )’ ’ *!&+（ $）

! "#$ % ,!
$

"
#（ ’）&( ) ]’ & }$ ； （,,）

有理形式解（!. +）
(,（%，!）.

% "#$ %!
!

"
#（ $）&( )$

"#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ % ’!

!

"
(&)（ $）"#$ %!

$

"
#（ ’）&( )’ & $

；

（,(）
三角函数解（!3 +）

((（%，!）."!"#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ 145"!

{! "#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ % ’!

! [
"
(&)（ $）

! "#$ %!
$

"
#（ ’）&( )’ ’ *!&+（ $）

! "#$ % ,!
$

"
#（ ’）&( ) ]’ & }$ ； （,6）

奇性三角函数解（!3 +）

(6（%，!）. %"!"#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ /01"!

{! "#$ %!
!

"
#（ $）&( )$ % ’!

! [
"
(&)（ $）

! "#$ %!
$

"
#（ ’）&( )’ ’ *!&+（ $）

! "#$ % ,!
$

"
#（ ’）&( ) ]’ & }$ 7 （,8）

下面讨论方程（,）的解，可设它的解为
( . )（ !）’ *)（ !）"（#）’ **（ !）"*（#），（,9）

将（,9）式代入方程（,），并令 %，"+%,（ + . )，*，⋯，6，,
. +，)）的系数为零，得到如下一阶变系数非线性常
微分方程组：

% ,$（ !）-（ !）*)（ !） % *（-（ !））* ’ ,.**（ !( )） . +，
（,:）

% 8$（ !）-（ !）**（ !） .**（ !）% (（-（ !））( )* . +，（,;）

*)（ !）!%（ !）-（ !）’ &
& !-（ !( )） . +， （(+）

*!**（ !）%（ !）-（ !）’ &
& !-（ !( )） . +， （()）

*)（ !）%（ !）-（ !）’ &
& !-（ !( )） . +， （(*）

***（ !）%（ !）-（ !）’ &
& !-（ !( )） . +， （(,）

*%（ !）)（ !）’ *)（ !）!
&
& !/（ !）’ &

& !)（ !）

% ,.$（ !）-（ !）)（ !）*)（ !）! ’&（ !）-（ !）*)（ !）!
’ *$（ !）（-（ !））, *)（ !）!* . +， （((）
&
& !*)（ !）’ *%（ !）*)（ !）’ )8$（ !）（-（ !））, **（ !）!*

’ ***（ !）!
&
& !/（ !）% 8.$（ !）-（ !）)（ !）**（ !）!

% ,.$（ !）-（ !）（*)（ !））*! ’ *&（ !）-（ !）**（ !）! . +，
（(6）

% 8.$（ !）-（ !）（**（ !））*! ’ (+$（ !）（-（ !））, **（ !）!
% 8.$（ !）-（ !）)（ !）**（ !）’ *&（ !）-（ !）**（ !）

% ,.$（ !）-（ !）（*)（ !））* ’ ***（ !）&& !/（ !）. +，（(8）

*%（ !）**（ !）% ;.$（ !）-（ !）*)（ !）**（ !）!

’&（ !）-（ !）*)（ !）’ &
& !**（ !）’ *)（ !）&& !/（ !）’

:$（ !）（-（ !））, *)（ !）! % ,.$（ !）-（ !）)（ !）*)（ !）. +7
（(9）

由（,:）和（,;）式可知
*)（ !）. +， （(:）

将（(:）式代入（,:）—（(9）式，得
&
& !)（ !）’ *%（ !）)（ !）. +， （(;）

&
& !**（ !）’ *%（ !）**（ !）. +， （6+）

% 8**（ !）$（ !）-（ !） .**（ !）% (（-（ !））( )* . +，
（6)）

*!**（ !） &
& !-（ !）’%（ !）-（ !( )） . +， （6*）

***（ !） &
& !-（ !）’%（ !）-（ !( )） . +， （6,）

% ***（ ! {）,.$（ !）-（ !）!**（ !）

% *+$（ !）（-（ !））,! % &
& !/（ !）

’ ,.$（ !）-（ !）)（ !）%&（ !）-（ ! }） . +， （6(）

% *!**（ ! (） % :$（ !）（-（ !））,! %&（ !）-（ !）
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! "
" !"（ !）# $#!（ !）$（ !）%（ ! )） % &’ （((）

由（)*），（(+），（($）和（(,）式可得

%（ !）% -./ ! +!
!

&"
（ ’）"( )’ ， （(0）

$（ !）% -./ !!
!

&"
（ ’）"( )’ ， （(1）

(+（ !）% )
# -./ ! +!

!

&"
（ ’）"( )’ ’ （(2）

此时（(&）式自然成立，由（()）和（((）式得
! 2!（ !）（$（ !））$# !$（ !）$（ !）

! "
" !"（ !）# $#!（ !）$（ !）%（ !）% &， （(*）

由（(*）式有

"（ !）%!
! {
&

! 2#!（ ’）-./ ! $!
’

&"
（ )）"( ) }) " ’

!!
! {
&
$（ ’）-./ !!

’

&"
（ )）"( ))

# $#!（ ’）-./ ! $!
’

&"
（ )）"( ) }) " ’ ’ （0&）

由（,&）—（,)），（$1），（)2），（(0）—（(2）和（0&）式可得
方程（$）的 (种精确解，由于表达式复杂，在此不赘
述 ’但由（(0）和（0&）式可以看出，文献［1］所得的类

孤子解仅是这里的#% ,
2时的一个特例 ’

$ 3 结 论

总之，通过对扩展的 4567函数方法的进一步地
改进，本文实现了将变系数非线性演化方程转化为

一变系数非线性常微分方程组这一关键步骤，获得

了已有方法所不能得到的新的精确解 ’这一方法显
然也适合其他方程，并可进一步推广到高维的变系

数方程，如变系数的 89 方程等 ’有关结果将另文
给出 ’
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