
两类非线性方程的精确解!

张金良!） 王跃明"） 王明亮"）#） 方宗德!）

!）（西北工业大学机电工程学院，西安 $!%%$"）
"）（河南科技大学数理系，洛阳 &$!%#’）

#）（兰州大学数学系，兰州 $#%%%%）

（"%%"年 ’月 #%日收到；"%%"年 !!月 (日收到修改稿）

利用行波约化方法，并借助于一维立方非线性 )*+,-./0120-方程的精确解，求出了（! 3 !）维 45675108方程组、变
系数 )019+:+;.2+ <1,+=方程的一些精确解 >
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! A 引 言

随着自然科学与社会科学的快速发展，非线性

问题越来越引起人们的重视，特别是非线性数学物

理问题更是被众多数学家和物理学家所关注 >在非
线性数学物理问题中，由于孤子理论被广泛应用于

光纤通讯、流体力学、等离子体物理、超导、量子场论

等物理领域以及化学、生物学等学科，因此，该理论

的研究一直是最活跃的领域之一 >近年来，非线性数
学物理问题的研究成果不断涌现，尤其是新的精确

解的求解方法更是层出不穷，如反散射方法［!—#］、

B,C15变换法［"］、D,1095方法［#］、E5,-*+8F展开方法［#］、
GHI6*C-2变换法［#］、截断展开法［&］、形式变量分离
法［@］、J5I0K,椭圆函数展开法［?］，阶分析法［$］，齐次平
衡方法［(—!$］等等 >
文献［!(］采用行波法约化方程，建立一种非线

性变换关系，将求解（# 3 !）维 L,M7-,6.L08,608.<+.
=+*08（LL<）方程的解转化为求解一维非线性 )*+,-.
/0120-方程的解，从而得到（# 3 !）维 LL<方程的孤
子解和周期解 >这是一种非常有效的求精确解的方
法 >本文将上述方法推广为一般形式，即将行波约化
后所得到的常微分方程的精确解假设为一有限级数

形式 >修改后的方法简述如下：
考虑非线性数学物理方程

!（"，"#，"$，"##，"$$，⋯）N %， （!）
其中等号左边为 " 及 " 的各阶导数的一个多项式 >

!）假定
" N "（!）N "（%$ 3 &# 3!%）， （"）

其中 %，& 为待定常数，!% 为任意常数 >
将（"）式代入（!）式，则（!）式约化成一常微分方

程（OPQ），
!（"，&"R，%"R，&" "S，%" "S，⋯）N %> （#）

"）令

" N "
’

( N %
)("(， （&）

其中"（!）满足一维立方非线性 )*+,-./0120-方程，

""
! N *% 3#"" 3 !

"$"
&，

"!! N#" 3$"
#{
，

（@）

)(（ ( N %，!，⋯，+），*%，*!，#，$为待定参数，’ 由平
衡方程（#）中的非线性项与最高阶导数项来确定 >

#）将（&）和（@）式代入（#）式，按"（!）的幂次合
并；令"（!）的各幂次项的系数为零，得到一关于待
定参数的非线性代数方程组 >

&）借助于 B597+T59,I5或者 B5U*+，求解 #）中得
到的非线性代数方程组，则可求得待定参数，由一维

立方非线性 )*+,-./0120-方程的各种精确解以及（&）
式，可推得（!）式的精确解 >
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本文以（! " !）维 #$%&$’()方程组、变系数 *(’+,-
.,/-0, 1’2,3（*01）方程为例来说明上述方法 4

5 6（! " !）维 #$%&$’()方程组

首先考虑如下形式的（! " !）维 #$%&$’() 方
程组：

!"" 7 #5$!%% 7! 8 & 8( )5
%% 9 :，

2&" ""&%% 7#!& 9 :{
，

（;）

其中"，!，#，#$ 为常数 4在文献［!<］中，刘式达等人
利用 =$>(?2椭圆函数展开法求出该方程的包络周期
解 4这里利用引言中所给出的方法求解方程组（;），
得到了除 =$>(?2 椭圆函数形式解之外的其他形
式解 4
令

& 9 ,@A（2$）’（%）， （B）
! 9 !（%）， （C）

其中%9 % 7&" "%:，$ 9 (% " )" "$:，(，)，&为待
定常数，%:，$: 为常数 4
将（B）和（C）式代入方程（;），经整理，得到

5("’D 7&’D 9 :， （<）

"’E 7#’! 7（) " (5"）’ 9 :， （!:）
（&5 7 #5$）!E 7!（’5）E 9 :， （!!）

其中 !E，’D，’E分别为 !，’ 对%的一阶、二阶导数 4
由（!!）式可以推得

! 9 !
&5 7 #5$

’5 4 （!5）

将（!5）式代入（!:）式，并整理（<）和（!:）式，得到

& 9 5("， （!F）

"’E 7 #!
&5 7 #5$

’F 7（) " (5"）’ 9 :4 （!G）

平衡方程（!G）中的非线性项与最高阶导数项，于是
令

’ 9 *: " *!’， （!H）
其中’（%）满足方程（H），*:，*! 为待定常数 4
将（!H）和（H）式代入方程（!G）等号左边，经整理

得到一关于’（%）的多项式，令’（%）的各幂次项系
数为零，得到一代数方程组

("*! 7 #!
&5 7 #5$

*F
! 9 :， （!;）

#!
&5 7 #5$

*: *5
! 9 :， （!B）

")*! 7 F #!
&5 7 #5$

*5
: *! 7（)

" (5"）*! 9 :， （!C）

#!
&5 7 #5$

*F
: "（) " (5"）*: 9 : 4 （!<）

解上述方程组，得到

*: 9 :， （5:）

) 9"（) 7 (5）， （5!）

*5
! 9 ("
（&5 7 #5$）
#!

4 （55）

于是方程组（;）的解为

! 9 ("#’
5（%）， （5F）

& 9 ,@A（2$）*!’（%）， （5G）
其中

% 9 % 7&" "%:，

$ 9 (% ""（) 7 (5）" "$:，
（5H）

(，&，%:，$: 为任意常数，’（%）为方程（H）的一个解 4
这样，利用文献［55］所给的一维立方非线性

*I,2J-K(’0(J方程的各种精确解，可得到方程组（;）
的精确解 4下面写出方程组（;）的几种精确解 4
若设

!）)9 7 5，! 9 5，#: 9 !，则有

%! 9 % 7&" "%:，

$! 9 (% 7"（5 " (5）" "$:，

*5
! 9

5"（&5 7 #5$）
#!

当"（&
5 7 #5$）
#!

L :( )时 ，
于是

! 9 5"
#

+&5（%!），

& 9 *! ,@A（2$!）+&（%!），

其中 (，&，%:，$: 为任意常数 4

5）)9 5，(9 5，#: 9 !，则有

$5 9 (% ""（5 7 (5）" "$:，

于是

! 9 5"
#

+$J5（%!），

& 9 *! ,@A（2$5）+$J（%!），

其中 (，$: 为任意常数 4
F）)9 5+5 7 !，(9 7 5+5，#: 9 ! 7 +5，则有

$F 9 (% ""（5+5 7 ! 7 (5）" "$:，

于是

! 9 7 5+5"
#

>J5
%!，

& 9 *! ,@A（2$F）>J（%!），
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其中 !，!! 为任意常数 "
限于篇幅，其他精确解在此不再一一列出 "

# $ 变系数 %&’方程

这里讨论如下形式的变系数 %&’方程：
"# (［"（ #）(#（ #）$］"$ ($（ #）""$

(%（ #）"$$$ (&（ #）" ) !， （*+）
其中$（ #），%（ #），#（ #），"（ #），&（ #）为 # 的单变元函
数 "方程（*+）已被许多学者研究过，并做出了许多成
果 "文献［*!］用一个特殊函数变换获得了方程（*+）
的钟状孤子解 "文献［*,］采用椭圆函数展开法讨论
了方程（*+）的精确解 "本文借助于一维立方非线性
%-./01234&30方程讨论方程（*+），并由此得到除椭圆
函数形式之外的其他形式精确解 "
令

" ) "（’）) !
%

& ) !
!&（ #）(&（’）， （*5）

其中’) ’（ #）$ ( (（ #）(’!，!&（ #）（ & ) !，,，⋯，%），
’（ #），(（ #）为待定函数，’! 为任意常数，(（’）满足方
程（6）"
平衡方程（*+）中的非线性项与最高导数项，于

是，可令方程（*+）形如
" ) !!（ #）( !,（ #）(（’）( !*（ #）(*（’）"（*7）

将（*7）和（6）式代入方程（*+），经整理，推得
［!8 ! ( !!&］(［!8 , ( !,&］( (［!8 * ( !*&］(*

(｛!,［ ’8 (#’］$ ( !,［(8 ("’ ($!! ’ ()%’
#］｝(8

(｛*!*［ ’8 (#’］$ ( *!*［(8 ("’ ( !!$’ ( 9)%’
#］

($!*
, ’｝((8 (｛#!,［$!* ’ (*%’

#］｝(*(8

(｛*!*［$!* ( +%*’*］｝(#(8 ) ! " （*:）
令方程（*:）中各项系数为零，得到如下形式的非线
性方程组：

!8 ! ( !!& ) !，

!8 , ( !,& ) !，

!8 * ( !*& ) !，

!,［ ’8 (#’］$ ( !,［(8 ("’ ($!! ’

()%’
#］) !，

*!*［ ’8 (#’］$ ( *!*［(8 ("’ ( !!$’

( 9)%’
#］($!*

, ’ ) !，

#!,［$!* ’ (*%’
#］) !，

*!*［$!* ( +%*’*］) !"
解上述方程组，可得到

!! ) )! .;< ="
#

!
&（+）&[ ]+ ， （#!）

!,（ #）) !， （#,）

!* ) )* .;< ="
#

!
&（+）&[ ]+ ， （#*）

’ ) ’! .;< ="
#

!
#（+）&[ ]+ ， （##）

其中 )!，)*，’! 为积分常数，

!* ) +*%’
*

$ ) +*’ *
!
%
$

.;< ="
#

!
*#（+）&[ ]+ ，（#9）

( ) ="
#

!
［"（+）’（+）( !!（+）$（+）’（+）

( 9)%（+）’
#（+）］&+" （#6）

由方程（#*）和（#9），得到

% ) )#$，& ) *#，
其中 )# 为常数 "
于是，方程（*+）的解可表示为

" ) )! .;< ="
#

!
&（+）&[ ]+

( )* .;< ="
#

!
&（+）&[ ]+(*（’）， （#+）

其中

’ ) ’$ ( ( (’!，

’，( 满足方程（##）和（#6），且%) )#$，&) *#，(（’）
满足方程（6）"
由文献［**］，可以得到方程（*+）的一些解（包括

文献［*,］给出的椭圆函数形式解）"限于篇幅，下面
只给出方程（*+）的三种精确解 "
若设

,）)) = *，*) *，*! ) ,，则有

!! ) )! .;< ="
#

!
&（+）&[ ]+ ，

!* ) ,* ’ *
!
%
$

.;< ="
#

!
*#（+）&[ ]+ ，

’ ) ’! .;< ="
#

!
#（+）&[ ]+ ，

(, ) ="
#

!
［"（+）’（+）( !!（+）$（+）’（+）

= 7%（+）’
#（+）］&+，

’, ) ’（ #）$ ( (,（ #）(’!，

于是

" ) !! ( !* >?*（’,）"
*）)) *，*) *，*! ) ,，则有

(* ) ="
#

!
［"（+）’（+）( !!（+）$（+）’（+）
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! "!（"）!
#（"）］$"，

#% & !（ "）# ! $%（ "）!#’，

于是

%% & &’ ! &% ()*%（#%）+
#）$& %’% , -，%& , %’%，(’ & - , ’%，则有

$# & ,!
"

’
［&（"）!（"）! &’（"）’（"）!（"）

! .（%’% , -）!（"）!
#（"）］$"，

## & !（ "）# ! $#（ "）!#’，

于是

%# & &’ ! &% /*%（##）+

. 0 结 论

本文利用行波约化方法，并借助于一维立方非

线性 1234*5678$7* 方程的精确解，求出了（- ! -）维
9):;)87<方程组、变系数 1$=方程的一些精确解 +本
文所讨论的方法不但可以用来求非线性微分方程组

的精确解，而且也可以用来求变系数非线性微分方

程的精确解 +由此可见，上述方法是求非线性偏微分
方程精确解的一种有效且简单的方法之一 +
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