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利用一个简单的变换将高阶（" ) !）维 *+,-+./012 方程变为一个简单的方程，并且结合齐次平衡法给出了高阶

（" ) !）维 *+,-+./012 方程的一些新的孤子解 3这一方法可应用于其他非线性物理模型 3
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!国家自然科学基金（批准号：!’’4"#"$，!#"4"#$5）资助的课题 3

! 6 引 言

寻求非线性演化方程的精确解在非线性问题中

占有十分重要的地位 3 目前已创立了许多行之有效

的方法，如逆散射变换法、双线性方法、*789:1;< 和

=0+>,1? 变换法、对称约化法及齐次平衡法等，其中

齐次平衡法［!—!!］提供了一种构造非线性演化模型精

确解的便利的分析方法，是一种十分有效的新方法 3
本文利用一个简单的变换并结合齐次平衡法研究了

高阶（" ) !）维 *+,-+./012 方程［4，!!—!$］

!"# @ !$$# A "（!!$）# A "%$$ ， （!）

%" @ A %$$ A "（%!）$ （"）

的精确解 3
方程（!）和（"）是经过对称约化从 /B 方程中约

化得到的［!(］，它在统计物理、非线性光纤通讯、等离

子体物理等许多领域有着广泛的应用，它丰富的局

域相干结构［4］、B0C;:-DE 性质和具有任意时间变量 "
或空间变量 # 的无穷多对称［!(］已被讨论过 3

" 6 经一个简单变换求精确解

为了求解方程（!）和（"），作变换

% @ &!# ) ’， （(）

式中 & 和 ’ 为待定系数 3
将（(）式代入方程（!）和（"），整理后分别得

!"# @（! A "&）!$$# A "（!!$）# ， （&）

&!"# @ A &!$$# A "&（!!#）$ A "’!$ 3 （%）

令
!
& @ ! A "&

A & @ A "
A "&，’ @ #，即 & @ !，’ @ # 时，若函

数 ! 满足下列方程：

!$$ ) "!!$ ) !" @ #， （$）

则方程（&）和方程（%）成立 3由此可知，只要求出方程

（$）的精确解，然后利用（(）式即可得到高阶（" ) !）

维 *+,-+./012 方程（!）和（"）的精确解 3
设

! @ !（!）， ! @ ($ ) )# ) *" ) +，（4）

式中 (，)，*，+ 为常数 3将（4）式代入方程（$）得

(" !F ) "(!!G ) *!G @ # !G @ <!
<( )
!

3（5）

（C）设方程（5）有解 ! @"
,

- @ #
&- H0;I-

!，平衡次数

可知 , @ !，从而 ! @ &# ) &! H0;I!，代入方程（5），

计算并得到精确解 ! @ A *
"( ) ( H0;I!，再利用（(）

式得到 *+,-+./012 方程（!）和（"）的孤波解，

! @ A *
"( ) ( H0;I（($ ) )# ) *" ) +）， （’）

% @ () J-8I"（($ ) )# ) *" ) +）3 （!#）

（CC）设方程（5）有解［4］

! @ "
.

- @ #
（&-/- ) ’- /-A! 0），

式中 /（!）@ !
8,JI!) 1，0（!）@ JC;I!

8,JI!) 1，!@ ($ )
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!" ! #$ ! %，& 为常数，则

’"（!）# $ ’（!）(（!），

("（!）# % $ (&（!）$ &’（!），

(&（!）# % $ & &’（!）!（ && $ %）’&（!），（%%）

平衡方程（’）中项 )"与 ))"得 * # %，即取

) # +( ! +% ’ ! ,% ( ) （%&）

将（%&）式代入（’）式，用（%%）式整理并借助 *+,-./
0+,12+计算得到（’）式的一个解

) # $ #
&- ! -

&
314-!

253-! ! %， （%6）

再由（6）式得 785.8/9+:; 方程（%）和（&）的一组精确解

) # $ #
&- ! -

&
314-（-. ! !" ! #$ ! %）

253-（-. ! !" ! #$ ! %）! %，

（%<）

/ # -!
&

253-（-. ! !" ! #$ ! %）
［253-（-. ! !" ! #$ ! %）! %］& )（%=）

（111）设方程（’）有解［%(］

) # 0( ! 0 .>;（,!）
% ! .>;（+!）

， （%?）

式中 +，,，0，0( 为待定常数 )
将（%?）式代入方程（’），经过计算并利用（6）式，

得到 785.8/9+:; 方程（%）和（&）下列两组孤波解：

) # 0( $ %
-（&0( - ! #）

%

% ! .>; %
-&（&0( - ! #）（-. ! !" ! #$ ! %[ ]）

， （%@）

/ #
!（&0( - ! #）&

-6

.>; %
-&（&0( - ! #）（-. ! !" ! #$ ! %[ ]）

% ! .>; %
-&（&0( - ! #）（-. ! !" ! #$ ! %[ ]{ }）

& （%’）

和

) # $
&0( - ! #

&- ,+4- $
&0( - ! #

&-& （-. ! !" ! #$ ! %[ ]） $ #
&-， （%A）

/ #
（&0( - ! #）& !

<-6 3.2-& $
&0( - ! #

&-& （-. ! !" ! #$ ! %[ ]）， （&(）

其中 0(，-!(，!，#，% 为任意常数 )
（1B）设方程（’）有解［<］

) # "
*

1 # (
+1"

1 ，

式中

"" ## !"
& ) （&%）

通过平衡 )C与 ))" 得 * # %，故设

) # +( ! +%") （&&）

将（&&）式代入方程（’），比较系数得 +( # $ #
&-，

+% # $ - )而 D122+,1 方程（&%）有解，

" #

$ $# # ,+4-（ $# #!），# E (，

$ %
!

， # # (，

##,+4（ ##!）， # F










( )

再由（6）式得到下列 785.8/9+:; 方程（%）和（&）的精

确行波解：

当#E ( 时，

) # $ #
&- ! - $# #,+4-［ $# #（-. ! !"

! #$ ! %）］， （&6）

/ # $ -!#3.2-&（ $# #（-. ! !" ! #$ ! %）］)
（&<）

特别当## $ %，（&6）和（&<）式分别为（A）和（%(）式 )
当## ( 时，

) # $ #
&- ! -

-. ! !" ! #$ ! %， （&=）

/ # $ -!
（-. ! !" ! #$ ! %）& ) （&?）

当#F ( 时，

) # $ #
&- $ -##,+4［##（-. ! !" ! #$ ! %）］，

（&@）

/ # $ -!# 3.2&［##（-. ! !" ! #$ ! %）］)（&’）

6G 785.8/9+:; 方程的线性化

设

) # !!.’（$）! 2（.，"，$）， （&A）

式中 ’（$），2（.，"，$）为待定函数 )
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将（!"）式代入方程（#），整理后得到

!"" $ !!!" $ !#

%（ $! $ ! $& $’）!(
" $ $’（!#!"

$ (!"!"" $ !%!!
"）$ !（ $&）!!"!""

$ $&（!"# $!""" $ !!"%" $ !%!""）

$ %# $ %"" $ !%%"

% )* （()）

在（()）式中，令!(
" 的系数为零，得

$! $ ! $& $’ % ) * （(+）

由方程（(+）可得一特解

$ % ,-!* （(!）

由此可知，当 % % ) 时，（!"）式就是 ./0120 方程

的 3456784,2 变换，并且 $’ % 9（ $&）!，此时方程（()）

变为

$’（!#!" $!"!"" $ !%!!
"）

$ $&（!"# $!""" $ !!"%" $ !%!""）

$ %# $ %"" $ !%%" % )，

令上式中 $& ，$’ 的系数为零，得

!"!# $!"!"" $ !%!!
" % )， （((）

!"# $!""" $ !!"%" $ !%!"" % )， （(:）

%# $ %"" $ !%%" % )* （(;）

由（(;）式可知 % 为方程（+）和（!）的解，将（(!）式代

入（(）和（!"）式得到 .04207<=/5 方程（+）和（!）的一

个 >/?47@=0A4/B 变换

! % """ ,-! $ %， （(#）

& % "
!

"""’ ,-! $ %’ ， （(C）

其中!，% 由方程（((）—（(;）确定 *
下面利用 >/?47@=0A4/B 变换（(#）和（(C）式考虑

.04207<=/5 方程（+）和（!）的精确解 *
（D）当 % % %（’）为 ’ 的任意函数时，要使（((）—

（(;）式成立，只要!满足

!# $!"" $ !%（’）!" % )* （(E）

利用文献［(］中的方法，得到 .04207<=/5 方程（+）和

（!）的单孤子解

! % 9 ( $ !)%（’）
!)

F [?=-G 9 ( $ !)%（’）

!)! （)" $ *’

$ (# $ + ]） 9 (
!)， （("）

& [% %&（’）（ ( $ !)%（’））（)" $ *’ $ (# $ +）

!)!

$ *（ ( $ !)%（’））!

:) ]( H2IG [! 9 ( $ !)%（’）

!)! （)"

$ *’ $ (# $ + ]） 9 %&（’）

F [?=-G 9 ( $ !)%（’）

!)! （)" $ *’

$ (# $ + ]） * （:)）

当 % 为常数 , 时，（(E）式变为

!# $!"" $ !,!" % )* （:+）

由（("）和（:)）式可得 .04207<=/5 方程（+）和（!）的单

孤子解

! % 9 ( $ !),
!) [?=-G 9 ( $ !),

!)! （)"

$ *’ $ (# $ + ]） 9 (
!)， （:!）

& % *（ ( $ !),）!

:)( H2IG [! 9 ( $ !),
!)! （)"

$ *’ $ (# $ + ]）， （:(）

式中 )，*，(，+ 为常数（当 , 换为 %) 时，（:!）和（:(）

式即为（+"）和（!)）式），以及 .04207<=/5 方程（+）和

（!）的多孤子解

! % 9
!

-

. % +

(. $ !).,
).

/.

+ $!
-

. % +
/.

$ ,， （::）

& %
!

-

. % +

（ (. $ !).,）!

)(
.

*. /( ) (. + $!
-

. % +
/ ). 9 !

-

. % +

(. $ !).,
).

/( ). !
-

. % +

(. $ !).,
)!

.
*. /( ).

+ $!
-

. % +
/( ). !

， （:;）

式中 /. % 2B5 9
(. $ !).,

)!
.

（)." $ *.’ $ (. # $ +.[ ]），而
).")，*. ，(. ，+.（ . % +，!，⋯，-）及 , 分别为任意常

数 *
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当 ! ! " 时，（#$）式变为

!" %!## ! "& （’(）

利用文献［#］中的方法，得到 )*+,*-./01 方程（2）和

（3）下列精确解：

$ !"2

"
， （’4）

% !
!"2" 5"2!"
"3 ， （’$）

式中

" !"
&

’ !
[

"
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&
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6 "
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"’ ，
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[

"
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&
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3（&5 ’）%2
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[

"
（5 2）&5 ’（& 5 ’）！

&
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"
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&
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其中 )’（*）（ ( ! 2，3，⋯，&）为 * 的任意可导函数 &当

)（*）为有理函数时，则上述解为有理函数精确解 &
（88）当 + ! ! 为 常 数 时，类 似 文 献［$］，得 到

)*+,*-./01 方程（2）和（3）下列形式的多孤子解：

设方程（’2）有解，

! ! 2 %"
&

’ ! 2
9+:;（,’# % -’*

% .’" % /’ ）,<1（0’# % 1’* % 2’ " % 3’ ）&（’=）

将（’=）式代入方程（’2），经计算得

.’ ! 5 3（! % 0’ ）,’ ， （>"）

,’ ! ? 5（03
’ % 3!0’ % 2’# ）， （>2）

其中 !，0’ ，2’ 为任意常数 &

由（#(），（#4），（’=），（>"）和（>2）式得高阶（3 %
2）维)*+,*-./01方程（2）和（3）的多孤子解

$ !
"

&

’ ! 2
（,’ :8@;#’ % 0’ 9+:;#’ ）,<1$’

2 %"
&

’ ! 2
（9+:;#’ ,<1$’ ）

% !， （>3）

% !
"

&

’ ! 2
［-’（,’ 9+:;#’ % 0’ :8@;#’ ）% 1’（,’ :8@;#’ % 0’ 9+:;#’ ）］,<1$’

2 %"
&

’ ! 2
9+:;#’ ,<1$’

5
"

&

’ ! 2
（,’ :8@;#’ % 0’ 9+:;#’ ）,<1$’"

&

’ ! 2
（-’ :8@;#’ % 1’ 9+:;#’ ）,<1$

(
’

2 %"
&

’ ! 2
9+:;#’ ,<1$ )’ 3

， （>#）

式中

#’ ! ,’# % -’* 5 3（! % 0’ ）,’" % /’ ，

$’ ! 0’# % 1’* % 2’ " % 3’ ，

,’ ! ? 5（03
’ % 3!0’ % 2’# ），

其中 !，0’ ，1’ ，2’ ，3’ ，-’ ，/’ 为任意常数 &
类似文献［$］，（’=）式也可设为

! ! 2 %"
&

’ ! 2
:8@;（,’# % -’* % .’" % /’ ）

6 ,<1（0’# % 1’* % 2’ " % 3’ ），

! ! 2 %"
&

’ ! 2
:8@（,’# % -’* % .’" % /’ ）

6 ,<1（0’# % 1’* % 2’ " % 3’ ），

! ! 2 %"
&

’ ! 2
9+:（,’# % -’* % .’" % /’ ）

6 ,<1（0’# % 1’* % 2’ " % 3’ ）&
对此，这里不作详细讨论 &

感谢审稿者有建设性的意见 &
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