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严格求解一类 ! 维非球谐振子势的定态薛定谔方程，获得了归一化径向波函数和能谱的精确解 ’在此基础上

导出径向矩阵元 ( !" ，#! ) "$ ) !*" ，#*! + 的通项公式 ’
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! - 引 言

谐振子模型是量子力学中可严格求解的问题之

一 ’然而，许多实际问题常常总是偏离谐振子模型

的，因 而 非 谐 振 子 模 型 一 直 受 到 人 们 的 广 泛 关

注［!—!!］’文献［,—!!］分别利用赝角动量、因式分解

及 ./0012/ 变换等方法求解了一类一维非谐振子模

型和三维非球谐振子模型，获得了归一化径向波函

数和能谱的精确解 ’此外，文献［!!］还给出了三维非

球谐振子径向矩阵元的通项公式及递推关系 ’ 本文

将文献［!—!!］的这一类非谐振子势推广到 ! 维非

球谐振子势，
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为超球半径 ’并严格求解与（!）

式相应的定态薛定谔方程，获得了归一化径向波函

数和能谱的精确解，在此基础上还导出径向矩阵元

( !" ，#! ) "$ ) !*" ，#*! + 的通项公式 ’

" ’ ! 维非球谐振子势的精确解

对于 ! 维非球谐振子势，在自然单位中（! 3"
3#3 !），其定态薛定谔方程为
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式中

!

" ，%和 " 分别为 ! 维超球坐标系中的拉普拉

斯算符、立体角和超球半径 ’令
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式中 7+! 6 "，+! 6 &，⋯，+$
（&! 6 "，&! 6 &，⋯，&$）是 ! 维超球坐

标系中的球谐函数，$" ) +$ )" +!"⋯ +! 6 "（ +$，+!，

⋯，+! 6 "均为整数），+! 6 " 为与 ,-! 群的 91:/;/< 算子

." 相应的量子数 ’
应用 ! 维超球坐标系中的分离变量法［!"，!&］，则

可得’（ "
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）所满足的径向方程
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进一步作下列函数代换和变量代换：
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则方程（,）可写成
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（A）式 为 著 名 的 合 流 超 几 何 方 程，满 足 条 件

’（$）3 $ 的解为［!>］
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由于在!不等于零和负整数的情况下，下列合

流超几何级数当自变量取大的正值时，其渐近行为
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因此，对于束缚态，则要求 #（!，$% $ %*!，"!）中断为

一个多项式，即要求
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从而能谱方程为
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同时，从（%）式可得径向波函数为
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（&&）式中的归一化常数 ’ 由 % 维超球坐标系

中径向波函数的归一化条件
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来确定 +
应用合流超几何级数与广义拉盖尔多项式之间

的关系［&&］
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及广义拉盖尔多项式的正交归一性
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便可得径向归一化常数为
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从而可得 % 维非球谐振子势的径向归一化波函数

为
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&）如果 + " .，则 % 维非球谐振子退化为 % 维球

谐振子，由（3），（&.）和（&3）式可得相应的能谱方程

和径向归一化波函数
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!）如果 % " %，则 % 维非球谐振子退化为三维非

球谐振子，由（3），（&.）和（&3）式可得相应的能谱方

程和径向归一化波函数为
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（&4）—（&,）式与文献［&&—&%］的相关结果完全

一致，即文献［&&—&%］中的结果仅作为一种特例包

含于本文一般结论之中 +

% 6 % 维非球谐振子径向矩阵元的通项

公式

在 % 维超球坐标系中，由（&%）和（&3）式可得径

向算符 ". 的矩阵元为
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利用广义拉盖尔多项式的积分公式
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’）如果 !" % !#" ，#! % ##! ，便可得径向算符 "$ 的

平均值公式
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,）如果 %#.，! % *，则本文中的 #! 将退化为文

献［’’］中的 &#，从而（,,）和（,*）式退化为文献［’’］

中的三维非球谐振子的相关结果 -
*）如果 % % .，! % * 或 % % .，! % ,，则本文中的

#! 将分别退化为文献［’/］中的 & 和 " ’ "，从而（,,）

和（,*）式退化为文献［’/］中的三维和二维各向同性

谐振子的结果 -

0 1 结 论

本文将文献［’—’’］的一维非谐振子势和三维

非球谐振子势推广为 ! 维非球谐振子势，并在 ! 维

超球坐标系中精确求解其相应的定态薛定谔方程，

获得了能谱和归一化径向波函数，在此基础上还导

出径向矩阵元的通项公式 -其结果具有普遍性，而文

献［’’—’*，’/］的结果仅分别作为一种特例包含其

中 -
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