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推导出截断圆对称光束二阶矩的传输方程，它们与无截断光束的二阶矩满足相似的传输定律 (因此，基于广义

截断二阶矩方法，将直角坐标系中截断二维光束的二阶矩特征参数推广到柱坐标系中的截断圆对称光束，类似方

法定义的广义 !" 因子（!"
) 因子）是一个传输不变量 (对理论的自洽性作了物理解释 (推导出柱坐标系中截断超高

斯光束的二阶矩参数和 !"
) 因子 (对一些有意义的特殊情况作了讨论，并以数值计算例作了说明 (
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! (引 言

基于光强二阶矩方法对激光束的描述［!］已取得

了很多进展，包括光束传输方程和传输不变量（光束

传输因子，即 !" 因子）等，并总结于国际标准化组

织（.+/）文件中［"］( 但是，这一描述方法成立的物理

条件是无硬边光阑限制的近轴光束和一阶光学系

统 (对有硬边光阑限制的截断光束和系统，因空间频

率域中的二阶矩发散而被排除在 .+/ 文件之外 ( 然

而，实际的激光束在产生和传输变换中或多或少要

受到硬边光阑的限制，为使 .+/ 的标准能用于指导

实践，国内外激光科学家和工程师们已开展了许多

工作，相继提出了描述受硬边光阑限制的截断光束

的多种方法，其中有广义截断二阶矩法（)*+,）［&，%］，

渐进近似法［-］和自收敛束宽法［#］(与其他方法比较，

)*+, 法的主要优点是能得出形式上与无截断光束

类似的传输公式，因此对应的广义 !" 因子（!"
) 因

子）是一个传输不变量，并且对常用光束 !"
) 因子可

用解析公式表示，便于进行直观的物理分析 (但这一

方法仅能用于二维（ "，#）光束，不如渐进近似法和

自收敛束宽法那样容易推广到三维情况［’］(将二维

直角坐标系中的 )*+, 法推广到三维柱坐标系中遇

到如何使理论自洽的困难，以致长期未能解决 (本文

采用截断平面波的 !"
) "0 %1 &作为拟合参数解决了

理论的自洽性，推导出柱坐标系下截断圆对称光束

的传输公式和 !"
) 因子，并以有代表性的一类光束2

超高斯光束为例，给出了柱坐标下截断超高斯光束

的 !"
) 因子的解析公式，截断高斯光束和平面波的

!"
) 因子都可作为其特例而得出 (

" 3 柱坐标系中截断二阶矩的传输方程

和广义 !" 因子（!"
) 因子）

设场分布为 $（ %，# 0 $）的圆对称光束入射到位

于 # 0 $ 面上半径为 & 的圆孔光阑上，则光束在 # 0
$ 面上空域中的二阶矩定义为［&］
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是入射到光阑内的总功率 ( 因光束和系统的圆对称

性，（!）式中对角量的依赖关系消失，且（!）式中已设

一阶矩为 $ (为了克服发散困难，空间频率域中 # 0 $
处的二阶矩定义为
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式中的“!”表示对宗量求导（下同）" 需要指出的是，

（#）式中等式右边第二项 $ !（"，%）$ & 前系数
’(

##& $%
的

选取是考虑了公式的自洽性，详见后 " 交叉矩定义

为［#］
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由 ./00*12 公式［3］，光阑后任意面 ’ 处的场分布为
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式 中 的 *，(，) 是 光 阑 后 光 学 系 统 传 输 矩 阵

* (( ), )
的矩阵元 " 类似于文献［#］中的处理方法，

仿照（#）式定义光束在光阑后 ’ 处空域中的二阶矩
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将 "’，%’ 和 -（ %’）代入（(）式，并利用（’），（#）和（-）

式，略去中间推导过程，最后得

〈 %&&〉) *&〈 %&〉% 9 (&〈&&〉% 9 &*(〈 %&〉% " （;）

光阑后 ’ 处的交叉矩为
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将 -（ %’）代入（3）式，类似的推导得
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对（8）式进行零阶汉克尔变换，得到光束在光阑后 ’
处空间频率域中的场分布
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仿照（#）式定义光束在光阑后 ’ 处空间频率域中的

二阶矩
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将$%，#" 和#-（$%）代入（’’）式，经推导得

〈&&
&〉) ,&〈 %&〉% 9 )&〈&&〉% 9 &,)〈 %&〉% "（’&）

（;），（<）和（’&）式表明，圆对称光阑光学系统中光束

的广义截断二阶矩与通常的二阶矩满足相似的传输

规律，由此可知，对截断光束存在一个光束传输不变

量———光束传输因子（.&
= 因子）
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) # 〈 %&〉%〈&&〉% +〈 %&〉% &
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（;），（<），（’&）和（’#）式为柱坐标系下圆对称截断光

束的传输方程和 .&
= 因子的公式 " 作为这种方法的

应用，下面讨论截断圆对称超高斯光束的 .&
= 因子 "

# > 截断圆对称超高斯光束的光束传输

因子

入射到 ’ ) % 面上半径为 " 圆孔光阑上的超高

斯光束的场分布为［<—’’］
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%
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式中 0&&，/% 分别是超高斯光束的阶数和束宽 "将
（’-）式代入（’），（#）和（-）式，并利用不完善伽马函

数的定义式［’&］
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%
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得到截断超高斯光束的广义二阶矩为
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〈 !"〉! " !， （#$）

式中

! " # %$! （截断参数）& （#’）

将（#(）—（#$）式代入（#)）式得到截断圆对称超高斯

光束的 %*
+ 因子为

%*
+ "
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从（*!）式可知，截断超高斯光束的 %*
+ 因子依赖于

光束阶数 & 和截断参数!&
当!"2（无光阑限制）时，（*!）式化为

%*
+（!" 2）" %* " & #（,%&! ）

*#（*%&）
， （*#）

式中的#是伽马函数 &（*#）式是无光阑限制的圆对

称超高斯光束的 %* 因子表达式，与已有的结果一

致［#)］&
在（*!）式中，令 & " *（高斯光束）得到

%*
+ " ［# - *!

* 1 ./0（*!
*）］［*!

* 1 *’%) 1 ./0（*!
*! ）］

./0（*!
*）1 # &

（**）

（**）式表明截断圆对称高斯光束的光束传输因子由

!完全确定 &比较（**）式和文献［#,］的（*,）式可知，

柱坐标系中和直角坐标系中截断高斯光束的 %*
+ 因

子公式是不同的，这可归因于不同几何形状（圆孔和

狭缝）光阑对高斯光束的不同截断所致 &
当（#,）式中 &"2 时为截断平面波，其场分

布为

’（ !，!）"
# ! # #，

! ! 3 !{ ，
（*)）

式中 # 为截断平面波的半径 &将（*)）式代入（#），（)）

和（,）式得

〈 !*〉! " #* %*， （*,）

〈"*〉! " )*%)(* #*， （*4）

〈 !"〉! " ! & （*(）

再将（*,），（*4）和（*(）式代入（#)）式得

%*
+ " !,% ) & （*5）

（*5）式与文献［#4］的（*$）式一致，从而保证了理论

的自洽性，这是因为物理上截断平面波与截断高斯

光束、截断超高斯光束等不同，它的 %*
+ 因子应当是

一个与光束维数、截断参数和坐标系无关的常量，当

用 +678 法计算时，这个常量就等于 !,% ) &

图 # 入射到光阑内超高斯光束功率含量百分比$随截断

参数!的变化

图 * 截断超高斯光束的 %*
+ 因子随截断参数!的变化

,9 数值计算和分析

图 # 给出了入射到光阑内 & " *，(，#*，*! 的超

高斯光束功率含量百分比$ "
)!

$
2

!

: ’（ !，!）: * !; !
随

截断参数!的变化 &图#表明，当!#!9(,时，$随超

高斯光束阶数 & 的增加而减小，而当!% !9’(时，$
随 & 的增加而增加，当!足够大时，例如，对 & " *，

(，#*和*!，当!%*9#!，# &,*，# &**和# &#,时，$ " #，

此时光阑效应可忽略 & 利用（*!）式可计算不同阶

次、不同截断程度的超高斯光束的光束传输因子 &图
* 给出了 & " *，(，#*，*! 的截断超高斯光束的光束

传输因子 %*
+ 随截断参数!的变化 &由图 * 知，!小

（% " *，!# !9!*；& " (，!# !9),；& " #*，!#
!94$；& " *!，!# !95!）时，& 不同的截断超高斯光

束的 %*
+ 因子都等于截断平面波的 %*

+ 因子，即 %*
+
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! !"# $" %&$’，其物理原因是明显的：当截断参数

小时，光阑截断在光束的平顶部分，此时与截断平面

波行为相似 ( 当!大时，截断高斯光束（! ! %）的

"%
) 因子随!的增大而减小，最后趋于无光阑限制的

高斯光束的 "% 因子之值，即当!# %&’* 时，"%
) !

"% ! ’ (而对于 ! ! +，’%和%*的截断超高斯光束的

"%
) 因子随!增加而逐渐减小，但不是完全单调变化

的，当! ! ’&*,，* (,, 和 * (,- 时，"%
) 因子分别取得

极小值 ’ (%.，’ (+* 和 ’ (.%（极小值位置可由 /"%
) #/!

! * 得出）(然后 "%
) 因子随!增加逐渐趋于无光阑

限制的超高斯光束的 "% 因子之值，即对 ! ! +，’%
和 %*，当!# ’&"%，’&%% 和 ’&’" 时，"%

) ! "% !
’&$*，’ (-+ 和 % (%0 (

0 ( 结 论

本文主要是将直角坐标系中对二维光束定义的

截断二阶矩和 "%
) 因子推广到柱坐标系中三维圆对

称光束，并采用了截断平面波的 "%
) !! "# $这样一个

与光束维数、截断参数和坐标系无关的常数作为拟

合参数，使理论自洽，并使 )123 法仍保持了二维原

始定义时的优点，即截断二阶矩的传输公式形式上

与无截断时的公式相似，特别是 "%
) 因子为一传输

常数，并常可解析地表示出来 (相比之下，由渐近近

似法和自收敛束宽法得出的截断光束的 "% 因子还

与人为选定的一个“功率份额”或“自收敛束宽因子”

有关［’+，’-］而限制了其应用 (实际光束都是三维的，因

此本文的推广使 )123 法更有实际应用意义 ( 对受

硬边光阑限制的截断光束的描述，值得进一步研究

的问题是截断二阶矩（或截断光束的束宽、远场发散

角等参数）和 "%
) 因子的实验测量、测量误差以及理

论和实验参数间的拟合等问题，这些工作正在进行

中，有关结果将另文发表 (
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