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提出了混沌系统部分变量逆序反馈控制器的定义，并以陈氏系统为例对该类控制器进行了研究，得出了部分

变量正序和逆序控制器存在的条件，应用该条件扩展了有关文献的研究成果，得到了混沌系统的多种形式的反馈

控制器 *仿真结果显示，基于部分变量的混沌系统的控制是简单而有效的 *
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% < 引 言

混沌控制如今已经成为人们的研究热点，混沌

控制的目的主要集中在两个方面，一是稳定混沌不

稳定的参考轨迹，另一个目的就是混沌的同步，由于

混沌控制已经在保密通信等方面具有广泛应用，因

此人们利用现代控制论技术，研究了各种各样的混

沌控制方法 * 如变量反馈控制方法［%，&］、自适应方

法［"—+］，观测器方法［)—=］、神经网络方法［%#—%&］，以及

其他各种方法［%"，%(］等 *作为混沌控制最基本的方法

之一，反馈控制一直是人们研究的重点之一，人们也

用了各种各样的反馈手段对混沌进行控制 *本文提

出了一种基于部分变量反馈的混沌系统控制，并在

此基础上提出了逆序反馈控制和部分变量逆序反馈

控制的概念，从而统一了目前混沌反馈控制中各种

各样的反馈控制构造方法，推广了有关文献的结论，

通过对典型的陈氏混沌系统的研究和仿真，得出了

该类控制器存在的一些简单实用的条件，仿真结果

显示，该类控制器在混沌控制中具有良好的性能，可

以成为一种新型的混沌系统控制器构造方法 *

& < 问题描述

假定混沌系统的动态方程表示为

!·> "! ? #（!）， （%）

其中 "" $% @ % ，!（ &）" $% ，#（ !）>［ ’%（ !），’&（ !），

⋯，’%（!）］A，’(（ !）：$%#$，并且假定 ’(（ !）：$%#$
是 ! 的 B0C230D6 函数，即对于任意 !%" $% ，!&" $%

存在常数 ) E #，使得对任何 %$ ($ *，% ’(（ !% ）F
’(（!&）%$+%!% F !&%成立 *

定义 $ 对形如（%）式表示的混沌系统，假设 !F

>［!F %，!F &，⋯，!F %］A 为其任意的轨迹点，令

, > -（!*
. F !F）> -#（! F !F）， （&）

其中 -% @ % 为 反 馈 矩 阵，. & %，-# >［ #% @ .，

/% @（% F .）］，!*
. >［#，#，⋯，#，!. ? %，!. ? &，⋯，!% ］A，如

果控制系统

!·> "! ? #（!）? ,， （"）

能够渐近收敛到 !F ，则称混沌系统（%）能够用部分

变量反馈控制 *
定义 % 对于系统（%），如果存在反馈矩阵 -，

使得 , >［ /% !% ，/& !% F %，⋯，/% F % !&，/%!% ］A，且控制

系统（"）能够渐近收敛到 !F ，则称（"）式为逆序反馈

控制系统，, 称为系统（%）的逆序控制器 *在基于部

分变 量 反 馈 控 制 下，如 果 , >［#，⋯，#，/. ? % !% ，

/. ? & !% F %，⋯，/%!. ? %］A，且控制系统（"）能够渐近收

敛到 !F ，则称（"）式为部分逆序反馈控制系统，, 称

为部分逆序控制器 *与此对称，将传统反馈控制器 ,
称为正序或部分正序控制器 *
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!" 基于部分状态反馈的混沌控制

由于混沌具有不稳定的均衡点，因此混沌控制

的研究内容之一就是稳定混沌系统的不稳定的均衡

点 #假设混沌系统的动态方程形式为（$）式，不失一

般性，设 !% &［’，’，’］( 为系统的不稳定的均衡点，

为了使该点稳定，用部分变量反馈的控制系统为

!·& "! ) #（!）) $， （*）

其中 $ & %!&
’ & %’ !，%’ &［’( + ’，)( +（( % ’）］!&

’ &
［’，’，⋯，’，!’ ) $，!’ ) ,，⋯，!(］( #

定理 ! 对 于 系 统（*），如 果 矩 阵 " ) %’ 是

-./0123 稳定矩阵，则 !% &［’，’，’］( 为系统（*）的稳

定的均衡点 #
定理的证明是显而易见的，因为（*）在 !% &［’，

’，’］( 的雅可比矩阵为 " ) %’，而根据系统的稳定

性定理可知，系统（*）! 渐近收敛到!% #
说明 由于非线性系统的多个变量之间许多都

是耦合的，因此由 % 决定部分变量的反馈可以组成

多种反馈形式 #
定理 , 对于陈氏混沌动态系统（4），’ & $ 时，

当 )$ 5 % ,$，), 5 ! 时，系统的部分正序控制器存

在 # ’ & , 时，即只有变量 * 进行反馈，部分正序控

制器不存在 #
证明 陈氏混沌系统微分方程为连续时间的方

程，模型方程为

!·& +（, % !），

,·&（ - % +）! % !* ) -,，

*·& !, % .* #

（4）

当 + & !4，. & !，- & ,6 时，系统的呈现混沌状态如

图 $，而且 /’ &（’，’，’）为系统的不稳定的均衡点，

’ & $，用部分正序控制器进行控制时，%’ & 7189（’，

)$，),），于是

" ) %’ &
% !4 !4 ’
% : ,6 ) )$ ’
’ ’ % ! ) )









,

，（;）

其特征方程为

!! )（$’ % )$ % ),）!, )（% !6)$ % :$* % :),

) )$ ),）! )（! % ),）（% :!4 % !4)$）& ’# （:）

根据 <=.2>?-./0123 标准，求得当

)$ 5 % ,$，且 ), 5 !，

" ) %’ 为稳定矩阵 # 从而，部分正序控制器存在并

能够控制陈氏混沌系统（4）到稳定的均衡点 /’ &
（’，’，’）#

当把该方法用于统一混沌系统时，文献［,］中的

定理 $ 即为本定理中 ), & ’ 的情形 #图 , 显示出 ),

& ,，)$ & % ,, 且系统初始值为［ % $4 $4 % $,］(

时混沌控制系统

!·& +（, % !），

,·&（ - % +）! % !* ) -, ) )$ ,，

*·& !, % .* ) ), *

（6）

的状态轨迹，可以看出，系统是稳定的 #图 4 显示出 ),
& ,，)$ & % ,, 且系统的初始值为［ % $4 $4 % $,］(

时混沌控制系统的收敛情形 #
从混沌系统的最基本的特征即最大李雅普诺夫

指数同样可以看到控制混沌系统控制前后的指数变

化 #图 ! 是陈氏混沌系统的李雅普诺夫指数变化图，

图 * 表示的是局部变量反馈控制系统（6）的李雅普

诺夫指数变化图 #由于图 ! 的指数大于零，所以系统

呈现混沌状态，而系统（6）的指数小于零，所以系统

呈现稳定性 #

图 $ @>AB 系统（4）的混沌轨迹

图 , 控制系统（6）的状态轨迹

说明 $）当将 !，, 作为部分变量进行反馈时，

由于此时
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! ! "" #
$ % " "
" $ %& ! #’ %&
" $ ( )* ! #









)

，（+）

可以用同样的方法证明，此时部分正序控制器存在 ,

图 % -./0 系统（&）的 李雅普诺夫指数

图 1 控制系统（*）的李雅普诺夫指数

图 & 系统（*）的状态收敛图

图 2 系统（’2）的状态收敛图

)）当将 $，% 作为部分变量进行反馈时，由于此时

! ! "" #

)* " $ (
" $ % ! #’ "
%& " $ %& ! #









)

，（’"）

可以证明，此时部分正序控制器不存在 ,
%）& # ) 时，

! ! "" #
$ %& %& "
$ ( )* "
" " $ % ! #











’

, （’’）

由于此时该方程的特征方程为

!% !（’" $ #’）!) !（$ (’1 $ (#’）!
!（% $ #’）（$ (%&）# ", （’)）

根据 3456.7859:;6< 标准，! ! "" 稳定的条件

#’ = % 和 #’ > $ ’")
产生矛盾，因此，不存在部分正序控制器使得陈氏混

沌系统（&）稳定到均衡点 ’" #（"，"，"）,
实际上，& # ) 时，对于陈氏混沌系统来说，就

是进行单变量的反馈控制，用同样的方法可以证明，

对变量 $ 控制器也不存在，但对于变量 (，由定理 ’
知该控制器确实存在 ,

定理 ! 对于陈氏混沌动态系统（&），当 & # ’
时，由 % 和 ( 组成的部分逆序反馈控制存在 ,

证明 显 然，当 & # ’ 时，记 系 统 的 状 态 为

（ $（ )），%（ )），(（ )）），于是，根据逆序定义有

! ! "" #
$ % " "
" $ %& %& ! #’

" $ ( ! #)









)*

，（’%）

通过求解特征方程并根据 3456.7859:;6< 标准得到部

分逆序反馈控制器存在的条件为
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（!" # !$）（!% & ’）( & )*+， （$,）

此时当 !$ - + 时，（$!）变为

!% ( & %$， （$"）

用于统一混沌系统的控制时，这就是文献［%］中的定

理 % .
图 / 显示出 !$ - $"，!% - & %’，且系统的初始值

为［ & $" $" & $%］0 时混沌控制系统

"·- #（$ & "）# !$ $，

$·-（ % & #）" & "& # %$ # !% "，

&·- "$ & ’&

（$/）

的收敛情形 .用同样的方法可以证明：由 & 和 " 组成

的部分逆序馈控制器不存在，由 $ 和 & 组成的部分

逆序反馈控制器也不存在 .
定理 ! 对于陈氏混沌动态系统（"），当 ( - %

时，由 " 和 $ 的组合而成的部分反馈控制器存在 .
证明 因为此时是由 " 和 $ 的组合而成，考虑

到此时反馈增益矩阵，因此

) # *+ -
& ! + +
+ & !" !"
+ & ’ # !$ %* # !











%

，（$’）

其特征方程为

!! #（$+ & !%）!% #（& ’$, & !"!$ & !*!%）!
& !（’!" # !"!$ # !"!%）- +. （$*）

根据 1234567389:4; 标准得到部分反馈控制器存在的

条件为

!% ( ’，

!$ # !% ( & %$ .
（$)）

图 ’ 显示出 !$ - & %’，!% - "，且系统的初始值

为［ & $" $" & $%］0 时混沌控制系统

"·- #（$ & "），

$·-（ % & #）" & "& # %$ # !$ " # !% $，

&·- "$ & ’&

（%+）

的收敛情形 .
说明 将该定理用于文献［$］的定理 "，得到文

献［$］的稳定条件为

!% < %$，

#!$ # !% < & ’ .
（%$）

而文献［$］的解为

#!$ ( ’，

#!$ # !% < %* .
（%%）

显然，（%%）表示的解是（%$）解的子集 .
图 * 显示出 #!$ - & %*，!% - %%，且系统的初始

图 ’ 系统（%+）的状态收敛图

图 * 系统（%!）的状态收敛图

值为［ & " " !+］+ 时混沌控制系统

"·- #（$ & "），

$·-（ % & #）" & "& # %$ # #!$（$ & "）& !% $，

&·- "$ & ’&
（%!）

的收 敛 情 形 . 显 然 #!$ - & %*，!% - %% 满 足 条 件

（%$），而是不满足条件（%%），而该系统仍然稳定到［+
+ +］0 .

同样，基于部分变量反馈的混沌同步是存在的，

众所周知，著名的 =28>?; 系统

"·$ - ,（"% & "$），

"·% - & "$ "! # -"$ & "%，

"·! - "$ "% & ’"! .

（%,）

当参数 , - $+，- - %*，’ - *@! 时，系统呈现混沌状

态，当用状态 $，& 进行反馈控制时，将驱动系统写

为如下形式：
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!·! " "（!# $ !!），

!·# " $ !! !% & #!! $ !# & $#（!# $ %#），

!·% " !! !# $ &!% & $%（!% $ %%），

（#’）

令

’ "［ ’% ’! ’( ］(， （#)）

图 * 动态误差（#)）随时间收敛情形

其中 ’% " !! $ %!，’! " !# $ %#，’( " !% $ %% + 可以证

明当 $# " $ ,’，$% " $ #’ 时，系统（#’）可以实现和

（#,）的同步 +
图 * 显示出 $# " $ ,’，$% " $ #’，且误差初始状

态为［!! $ !- !%］) 时误差的动态变化，可以看

出，两个系统很快就可以在只有两个状态误差反馈

控制下实现同步 +

, . 结 论

本文应用部分变量反馈对混沌系统的控制进行

了研究，提出了基于正序和逆序控制器的混沌控制，

从而统一了目前混沌反馈控制中各种各样的反馈控

制构造方法，通过对典型的陈氏混沌系统的研究和

仿真，揭示出混沌反馈控制系统的复杂多样性，也为

混沌控制和分析提供了一种参考手段 +
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