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把变量分离法应用于（! ’ !）维非线性物理模型，构建了色散缓变光纤变系数非线性薛定谔方程的一类新的孤

子解 (作为特例，也得到了常系数非线性薛定谔方程的包络型孤子解，只是解的形式有点变化 (
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! * 引 言

物理系统的数学建模常常导致非线性演化方

程，其中非线性薛定谔方程

+!! ’ !
"!"" ’ ,! , "! - $ （!）

就是一个在物理学特别在光学、流体力学中相当重

要和基本的非线性范例，由它本身及对它的修正形

式在物理学许多领域具有重要应用价值 ( 不过由于

方程（!）是高度理想化的，如果考虑更实际的条件，

就得到其他具有变系数的非线性演化方程 ( 而要得

到实际非线性方程的精确解非常困难，虽然有不少

求解非线性偏微分方程的方法，但对于变系数非线

性偏微分方程，目前的研究手段主要在数值求解或

近似微扰求解［!，"］(许多学者对变系数非线性偏微分

方程也进行了深入研究，并提出多种方法［#—&］(在线

性物理中，变量分离法和 ./01+21 级数展开法是两个

重要方法 ( 逆散射方法被认为是非线性物理中的

./01+21 级数展开法的推广，但直到最近，变量分离法

才在非线性物理中得到拓展，得到了一大类（" ’ !）

维非线性演化方程的通解，给出了丰富的局域相干

结构和相互作用性质［3—!4］( 不过变量分离法对（! ’
!）维非线性物理模型的推广，仍存在一定的困难 (
56789/:［!&］把（! ’ !）维非线性偏微分方程分离为平

凡的微分方程 ( ;0 等人［!3］用对称约化分离变量法

获得（! ’ !）维非线性扩散方程和其他一类方程的

某些精确解 (本文旨在把变量分离法应用于（! ’ !）

维变系数非线性物理系统，作一些有益的探索 (
变系数非线性薛定谔方程在众多物理领域，如

等离子体物理、流体动力学、非线性光学、固体物理，

尤其是纤维光学中有着极其重要的地位，在实际光

纤通讯中传播信息的孤子一般变系数非线性薛定谔

方程为

+!! ’ !
""（ !）!"" ’#（ !）,! , "! - +$（ !）!，（"）

其中!（<），"（<），#（<）分别为纵向距离缓变的二阶色

散、非线性系数和光纤的损耗因子，$（<，=）为待求

函数 ( 本文用变量分离法对方程（"）进行了研究，

在此基础上构建了二类色散缓变光纤变系数非线性

薛定谔方程的精确解 (

" * 变系数非线性薛定谔方程的孤子解

为了方便方程（!）的求解，先作如下变换：

# - !
"""（ !）8 !， " - "， （#）

则方程（"）变为

+!# ’!$ ’ %（#）,! , "! - +%!（#）!， （%）

其中

%（#）- "#（ !（#））

"（ !（#））
， %!（#）- "$（ !（#））

"（ !（#））
(

因此可从方程（%）出发进行讨论，而方程（"）的解，

经反变换就可得到 (
为了利用变量分离法，现做如下 >?@AB098 变换：
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其中 !（ #，$），"（ #，$）分 别 为 复 函 数 和 实 函 数，

!#（#，$）为方程（%）的一个任意的已知解 &在（$）式

的变换下方程（%）可写为双线性形式

（’%# " %(
$ ）!" " !" )*［&（#）!!! ) %(

$ ""］

" &（#）［(!# !!! " !(
!
!
# "（!!#!

!
# " !!!

(
#）"］

) ’&*（#）!" ! #， （+）

符号 % 为 ,’-./0 意义下的双线性算符

%’
#%(

$ ! " "（"# )"#1 ）’（"$ )"$1 ）(! " 2（ # ! #1 ，$ ! $1 ）&
（3）

为了方便讨论，把种子解!# 设为

!# ! #， （4）

经过深入运算，发现系统（+）拥有如下变量分离解：

" ! )*（#）" )(（#）)5（#，$）， （6）

! ! !*（#）!(（#，$）789［’**（#）" ’*(（#）*5（#，$）］，

（*#）

其中 )*" )*（ #），)(" )(（ #），!*" !*（ #），**"
**（#），*(" *(（ #）为 变 量 # 的 任 意 函 数， )5"
)5（#，$），!("!(（#，$），*5" *5（ #，$）为变量 #，$ 的

任意函数 & 把（4）—（*#）式代入（+）式，并令等式的

虚部与实部分别为零，得

" (［) !* !(（**# " *(#*5 " *( *5#）" !* !( $$

) !* !( *(
( *(

5 $ ］" "（!* !( )( )5 $$ ) (!* !( $)( )5 $ ）

" !* !(［) ()* )( )5 $$ ) ()(
(（)5 )5 $$ ) )(

5 $ ）

" &（#）!(
* !(

(］! #， （**）

"（) ()( )5 $*( *5 $!* !( ) )*#!* !( ) )(#)5 !* !(

) )( )5#!* !(）" " (［!* !(# " !*#!( " (!* !( $*( *5 $

" !* !( *( *5 $$ ) !* !( &*（#）］! #& （*(）

令（**），（*(）式中 " +（ + ! #，*，(）前的系数分别为零，

可得

!* !(［) ()* )( )5 $$ ) ()(
(（)5 )5 $$ ) )(

5 $ ）

" &（#）!(
* !(

(］! #， （*5）

!* !( )( )5 $$ ) (!* !( $)( )5 $ ! #， （*%）

) !* !(（**# " *(#*5 " *( *5#）" !* !( $$

) !* !( *(
( *(

5 $ ! #， （*$）

) ()( )5 $*( *5 $!* !( ) )*#!* !( ) )(#)5 !* !(

) )( )5#!* !( ! #， （*+）

!* !(# " !*#!( " (!* !( $*( *5 $ " !* !( *( *5 $$

) &*（#）!* !( ! # & （*3）

分析（*5），（*%）式，可设 )5（#，$）满足

)5 )5 $$ ) )(
5 $ ! #& （*4）

从（*4）式可得

)5 ! 789［)#（#）（,* $ " -*）］， （*6）

其中 )#（ #）为关于 # 的任意函数，,*，-* 为任意常

数，则由（*5）式可得

!(
* !(

( !
(,(

* )(
# )* )( )5

&（#）
， （(#）

引入一个任意常数##，则从（(#）式可分离出

!* !$*
(,(

*## )(
# )* )(

&（## ）
， !( !$( #)*

# )# 5 ，

（(*）

其中$(
* !$(

( ! * & 把（(*）式代入（*%）—（*3）式，则

可得

) **# " *
% ,(
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# ) *(#*5 ) *( *5# ) *(
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5$ ! #， （((）

)*# " )( )5 (,* )# *( *5$ "
)(#
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( )##（,* $ " -*）

" ,* )# *( *5 $ " *( *5 $$ ) &*（#）! #& （(%）

从方程（((）—（(%）可知，如果 &（ #），&*（ #）确定，

则可求出 )#，)*，)(，**，*(，*5 的解 &而方程（%）的解

可以写成

!（#，$）! :
(,(

* )(
# )* )( )5

&（## ）
789［’（** " *( *5）］

)* " )( )5
&

（($）

下面以具体的系统模型为例进行讨论 &
*）第一类色散缓变光纤变系数非线性薛定谔方

程［*6］为

’!. " *
( 789（)%.）!$$ " 2! 2 (! ! #& （(+）

;<0=［(#］已用推广的对称群和相应的有限变换，研究

了方程（(+），给出了方程的精确解 & 对于方程（(+），

具体的变换关系可给出

# ! ) *
(%

789（)%.）) ##， $ ! $， （(3）

&（#）! ) *
%（# " ##）

， &*（#）! #， （(4）

其中%为常数参量，## 为任意常数 &

把（(4）式代入（(%）式，则从非线性微分方程

（((）—（(%）得到分离解
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&! " #&， && " ") *+,
"& #! $ "& ’!

$ % $( )
#

，

&# "
"&

（$ % $#）
， （)&）

其中 "#，"!，"&，")，#!，’!，#& 为任意常数 -
把（!(），（&(）—（)&）式代入（&.）式，可得到第一

类色散缓变光纤变系数非线性薛定谔方程经变换方

程（&/），（&0）后的精确解

!（$，%）" 1
$
&#&

! #& "&& ")"
（$ % $#! ）

*+,
"& #!

&（$ % $#）
（ % % ![ ]）

#& % ") *+,
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$ % $#
（ % % ![ ]{ }）

2 *+, 3 "# %
%& % & % % ! $ #&

! "&&
’（$ % $#

[ ]{ }）
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如果取 ") " #& *+,（&")#），（))）式可变为

!（$，%）" 1 !
& $

&#&
! "&& *+,（&")#）"
（$ % $#! ）

2 4*56
"& #!

&（$ % $#）
（ % % !）% "[ ])#

2 *+, 3 "# %
%& % & % % ! $ #&

! "&&
$ % $[ ]{ }

#
-

（)’）

利用（&7）式进行反变换，则色散缓变光纤变系数非

线性薛定谔方程（&7）的孤子解为

!（ (，%）" 1 #! "&"*+, !
&"( )( 4*56［$ "& #!"*+,（"(）

2（ % % !）% ")#］ { [*+, 3 "# $ !
&"*+,（"(）

2（ %& % & % % ! $ #&
! "&& ] }） - （).）

从（).）式可见，光孤子在色散缓变光纤中传输时，其

幅值和脉宽都与传播距离有关，其幅值与传播距离

呈指数增加，脉宽与传播距离呈指数衰减，这种效应

正好与光纤损耗的影响相反，所以适当地选择光纤

色散变化率可以完全补偿光纤损耗的影响，从而维

持孤子无变形传输 - 为了更清楚地了解孤子解（).）

式的物理意义，可用 89:6*;9:359 软件画出其摸变量

) " <!（$，%）<随空间 ( 和时间 % 演化图 - 图 ! 正好

说明以上结论 -
&）第二类色散缓变光纤变系数非线性薛定谔方

图 ! "" #=#’，")# " $ &#，"& " &.，#! " $ ! 时 ) " <!（ $，%）<的

图像

程［&!］为

3!( % !
& ! $ (

"( )
! !%% % *+,（$"& (）<! < &!

" $ 3
*

>*
> (!， （)7）

其中 *（ (）为光纤的有效半径 -（)7）式描述了皮秒

脉冲在色散缓变单模光纤中孤子效应压缩过程的数

学模型，文献［!(］用数值计算进行了研究 - 对于方

程（)7），具体的变换关系可给出

$ " $
（"! $ (）&

’"!
$ $#， % " %， （)/）

+（$）""! *+,［$"& (（$）］

"! $ (（$）
，
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>*
*> ( - （)0）

按同样方法可获得第二类色散缓变光纤变系数非线

性薛定谔方程（)7）的精确解为

!（(，%）

" 1

)&#&
! #& "&& ")"!

（"! $ (）! ) *+, !
&"&( )( *+, $

&"! "& #!

（"! $ (）&（ % % ![ ]）
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（"! $ (）&（ % % ![ ]{ }）

2 *+, 3 "# $"!（ %& % &% % ! $ #&
! "&&）

（"! $ (）[ ]{ }& - （)(）

如果取 ") " #& *+,（&")#），（)(）式可变为

!（ (，%）" 1 ’#! "&
&"! *+,（&")#）

（"! $ (）! ) *+, !
&"&( )(

2 4*56 $
&"! "& #!
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光纤的有效半径 !（ "）为

!（ "）! #"（!# $ "）
#
% &’( $!%

%( )" ， （)#）

其中 #" 为积分常数，$*" 为任意常数 + 从（)"），（)#）

式可见，光孤子在色散缓变光纤中传输时，其幅值和

脉宽都与传播距离有关，其幅值与传播距离呈指数

增加，脉宽与传播距离呈指数增加（即展宽），光纤的

有效半径与传播距离呈指数缓慢衰减 +
*）常系数非线性薛定谔方程（#）

为了统一起见，仍然作如下变换：

% ! "
% ， & ! &， （)%）

’（%）! %， ’#（%）! "+ （)*）

把（)*）式 代 入（%)）式，则 从 非 线 性 微 分 方 程

（%%）—（%)）得到分离解为

(# ! $" , )%
# $%%
) $ $( )%

) %，

(% !
$)
% ， (* ! %&， （))）

*# ! )%， *% ! $* &’(（$ %)# $% $) %）， *" ! $%，

（)-）

其中 $"，$%，$*，$)，)+ ，+#，)% 为任意常数 + 把（#.），

（))），（)-）式代入（%-）式，并经反变换，可得常系数

非线性薛定谔方程（#）的精确解

"（ "，&）

! / )%
# )% $%% $! *

&’( #
% $%（)# & , +#）$ #

% )# $% $*[ ]"
)% , $* &’(［ $%（)# & , +#）$ )# $% $* "］

0 &’( 1 $" , #
%

)%
# $%%
) $ $( )%

) " , $)[ ]{ }& + （)2）

如果取 $* ! )%，（)2）式可变为

"（"，&）! / #
% )# $%3&45

#
% $%（)# & , +#）$ #

% )# $% $*[ ]"
0 &’( 1 $" ,

#
%

)%# $%%
) $ $( )%) " , $)[ ]{ }& +（)6）

这就是常系数非线性薛定谔方程包络型的孤子解 +

* 7 结 语

本文把变量分离法应用于（# , #）维非线性物

理模型，讨论了一般变系数非线性薛定谔方程，构

建了色散缓变光纤变系数非线性薛定谔方程二类模

型和常系数非线性薛定谔方程的变量分离解 + 由于

变系数非线性偏微分方程求解的复杂性，相信用变

量分离法求解变系数物理模型不失为有效的途径，

值得继续探讨 +今后将进一步研究，以使有益于把变

量分离法推广于一大类（# , #）维非线性物理模型，

寻找其变量分离解 +
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