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提出了布朗马达的非均匀高斯跃迁理论，用布朗粒子在多态之间的跃迁模型描述分子马达的定向运动 *假定
跃迁速率与位置有关，且在跃迁点附近具有高斯函数形式，将布朗粒子在 ! 处的概率密度 "#（ !，$）在跃迁点附近

展开，可以进行任意阶的近似计算 *这一理论涵盖了以往的定点跃迁模型和均匀跃迁模型 *作为具体例子，研究了
系统在两态之间的跃迁问题 *假定在一个周期内有两个跃迁点，讨论了布朗粒子定向运动产生的概率流随温度、跃
迁速率和跃迁宽度的变化关系 *
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! < 引 言

布朗马达是分子马达的一类重要理论模型［!，#］*
若把分子马达看作布朗粒子，在噪声的驱动下这些

粒子在非对称的周期场中运动，分子马达的动力学

理论就可以纳入布朗运动的理论框架 *处在非对称
周期场中的布朗粒子，由于非平衡的涨落而诱导定

向运动［$—&］*对于沿具有周期性结构的轨道运动的
分子马达，伴随着其构象变化以及力学化学耦合过

程，马达与轨道之间的相互作用就表现为周期性地

或随机地在多态之间跃迁［’—!%］*
在现有的理论中，有人提出马达在不同状态之

间跃迁发生在某些固定的位置，即马达只有运动到

微丝或微管的某些特定空间位点时才会从某一状态

变为另一状态，跃迁发生在若干几何点，这就是所谓

的定点跃迁理论［!!］，这种理论在考虑化学力学耦合

时具有合理性，并且理论计算可以得到严格的解析

解 *然而定点跃迁的假定过强，在物理上难以被人们
接受 *也有人提出均匀跃迁理论，认为马达在不同状
态之间的跃迁在各个位置都是等概率的［!#—!(］*但这
种模型通常只对相互作用势取分段线性函数形式才

有解析解，所处理的问题具有较大的局限性 *在本文

所提出的模型中，我们认为马达在不同状态之间的

跃迁发生在某些点附近的一定宽度范围内，这些点

称为跃迁点，用跃迁宽度这一特征量表征跃迁范围

的大小 *在这种高斯跃迁模型中，马达与轨道的相互
作用用非对称的周期势场来表示，结构和构象的变

化以及能量的输入反映在势垒或噪声在多态之间的

跃迁 *对于每一个状态，可以定义相应的一维周期
势 *在此基础上集中讨论在不同状态之间跃迁的布
朗粒子定向运动的概率流，以及这种概率流随温度、

跃迁速率和跃迁宽度的变化关系 *新的理论可以涵
盖定点跃迁理论和均匀跃迁理论，所研究问题的适

用范围更加广泛，并且在数学上可进行任意阶的近

似计算 *
首先提出布朗马达非均匀跃迁的一般理论，假

定马达蛋白在一个空间周期内可能经历 % 个内部
状态，各状态之间可以在 & 个空间位点附近发生跃
迁，选取跃迁速率为高斯函数形式 *将概率密度进行
泰勒展开，得出概率流的一般表达式 *选取简单的两
态模型，计算了温度、跃迁速率以及跃迁宽度对布朗

粒子定向运动概率流的影响 *

# < 理论模型

我们认为沿周期性轨道运动的分子马达的构象
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变化，以及力学化学耦合过程表现为分子马达与轨

道之间的周期性势场在两态或多态之间随时间周期

性变化或随机跃迁 !假定布朗马达在一个工作循环
内的运动要经历 ! 个内部状态，并在 " 个不同位
点附近发生跃迁［"，#$］!我们用概率密度函数 #$（ %，

&）来描述马达在各个状态的运动，其中 #$（ %，&）表
示在 & 时刻粒子处在 % 点的概率密度，$ 表示布朗
马达所处的化学态，其取值为 $ % &，#，⋯，! ’ #!概
率密度满足连续性方程：

!#$（%，&）
!& (!

’$（%，&）
!% % ($（%，&）， （#）

其中 ($（%，&）表示跃迁流密度，而概率流 ’$ 与分子
的势函数和外力相关，引入如下形式的有效势：

)$（%）%（*$（%）’ +%）) ,-， （*）
马达蛋白沿微管或微丝等轨道运动，由于轨道的结

构是周期性的，所以势函数也应该是周期性的，用 .
表示其周期，有

*$（%）% *$（% ( .）! （$）
马达蛋白处在一维的非对称周期势场中，概率流具

有 +,--./012345-形式［#6］：

’$（%，&）% ’ /&
!
!%

)$（%）( !![ ]% #$（%，&），（7）

其中参量 /& 表示扩散系数 !
跃迁流密度 ($（ %，&）与跃迁速率!$，0（ %）相

关，跃迁速率!$，0（ %）对应于从 $ 态到 0 态的跃

迁 !跃迁流密度 ($（%，&）由下式给出：

($（%，&）% !
0（"$）
［’ #$（%）!$，0（%）

( #0（%）!0，$（%）］! （6）
在一个周期内布朗马达可以在 " 个空间位点发生
跃迁，对应的跃迁点为 %,（ , % #，*，⋯，"），且 ! %# 8

%* 8⋯ 8 %" !对应于跃迁速率可以给出更一般的表
达式：

!$，0（%）% !
,
"$，0（%,）#（% ’ %,）， （9）

其中函数#（% ’ %,）是正定的，当 % % %, 时，#（ % ’

%,）取最大值；当 : % ’ %, :趋于无限大时，#（ % ’ %,）
趋于零 !在以往的理论中为使计算简化，人们取

#（% ’ %,）为 ;</35’= >.2?3函数$（% ’ %,）形式
［##］!为

了使跃迁速率的形式更具一般性，取高斯函数的形

式为

#
*#"%,

.@A ’
（% ’ %,）*

*%*( )
,
，

因此，跃迁速率为

!$，0（%）%!
,
"$，0（%,）

#
*#"%,

.@A ’
（% ’ %,）*

*%*( )
,

!

（"）
现在讨论限定在稳态情况下，由（7）式可得出概

率流应满足如下方程：

.)$（ %）#$（%）% .)$（ %&）#$（%&）’
#
/&$

%

%&

>1.)$（ 1）’$（1）!

（B）
取高斯函数，当跃迁宽度%, 不太大时，布朗马达在

不同状态之间的跃迁发生在 %, 点附近，因此可将概
率密度在跃迁点附近展开：

#$（%）% #$（%,）(
#
#！
!#$（%）
!% % % %,

（% ’ %,）

( #
*！
!* #$（%）
!%*

% % %,

（% ’ %,）* ( ⋯

( #
2！
!2#$（%）
!%2 % % %,

（% ’ %,）2 ( ⋯（C）

将上式代入（#）式，在稳态情况下，概率流表示为

’$（%）% ’$（%&）(!
D

2 %&

#
2！!0（"$）
!

,
［’ #（ 2）$（%,）"$，0（%,）

( #（ 2）
0（%,）"0，$（%,）］&

2
,（%）， （#&）

其中

&2
,（%）%

#
*#"%,$

%

%&

（%E ’ %,）2 .@A ’
（%E ’ %,）*

*%*[ ]
,

>%E，

（##）
#（ 2）

$（%,）为 #$（ %）在 % % %, 处的 2 阶导数值 !由（7）
式得出

#（#）$（%，&）% ’
’$（%）
/&

’ !)$（%）
!( )% #$（%），

（#*）
进而对上述方程求导：

#（*）$（%，&）% ’ #
/&

!’$（%，&）
!% ’!

* )$（%）
!%* #$（%，&）

’!
)$（%）
!%

!
!%

#$（%，&）! （#$）

对于稳态情况，由（#）式得出

!’$（%，&）
!% % ($（%，&）! （#7）

将（6）和（#7）式分别代入（#$）式，可将（#$）式写成

#（*）$（%，&）%
#
/&!0（"$）

!0，$（%）#0（%） [( #
/&!0（"$）

!$，0（%）
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!!
" !"（#）
!#" # !!"（#）

!( )# ]"

$"（#）

#!
!"（#）
!#

%"（#，&）
’$

% （&’）

同样也可将（(）式中的高阶导数写成低阶导数的线
性组合形式：

$（ (）
"（#，&）) ! &

’$!)（""）
!
(!"

* ) $
（ * # & [） !!

(! *!"，)（#）
!#(! *

* $（ *）
"（#）#

!(! *!)，"（#）
!#(! * $（ *）

)（# ]）

!!
(!&

* ) $
（ * # &）!

(! *!"（#）
!#(! * $（ *）

"（#，&）%

（&+）
从（&$）和（&’）式可以看出，展开式（(）中的一阶

导数和二阶导数可化为 $"（#），%"（ #）的线性组合，

而更高阶导数又可用低阶导数表示，因此（(）式中的
各项均可化为 $"（#），%"（#）的线性组合 %其他部分

完成积分后，上述方程只与 $"（ #），%"（ #）在 #+ 点

的函数值有关 %因此对于任意阶的近似，展开方程总
可以化为关于 #+ 点函数值的形式，所得方程是关于

$"（#+），%"（#+）的线性方程组 %
通过求解这些方程组，可以给出概率密度

$"（#）和概率流 %"（ #）随各参量变化的一般关系 %

令 #$ ) #&，# ) #+，+ ) "，⋯，,，由方程（,）可以得到

关于 $"（#+）和%"的-（, ! &）个线性齐次方程 % 由

于势的周期性，$"（ #+），%"（ #+）还应满足周期性边

界条件，又可以得到 "- 个线性齐次方程 %因为存在
如下对称性关系：

!
)（""）
!

)
"%"（#+）)!

)
［! $"（#+）""，)（#+）

# $)（#+）")，"（#+）］#
(
+（#）) $，
（&-）

所以上述 "- 个方程并不独立，只有 "- ! &个独立
方程 %还要引入概率密度 $（ #）所满足的归一化
条件：

#
&

$

.#$（#）) &% （&,）

至此，对于 -（, # &）个未知数 $"（ #+）和$%"，得到

了 -（, # &）个独立的线性方程，$"（#+），$%" 可以求

解，从而可以确定 $"（ #）和 %"（ #）的函数形式 %这

样，就将原来求解微积分方程的问题转化为求解代

数方程组的问题 %

/ 0 计算与分析

在上述一般的理论研究基础上进行更加具体的

分析，目的是讨论高斯型跃迁速率函数对于定向运

动动力学行为的影响，分析跃迁宽度在粒子输运过

程中的作用 %下面讨论一个具体实例：为了使计算和
分析简化，又不失一般性，对分子马达多态动力学体

系的理论分析限定在两个状态 %对于每一个状态，给
出相应的一维周期势 %微管与微丝是有极性的，所以
马达与轨道之间的相互作用势 .*（ #）既是周期性
的，又是非对称的 %在上述有限宽度跃迁模型中，由
于理论处理中的级数展开要求势函数具有较好的解

析性质，因此选取如下形式的势函数：

.& ) ! &
"#
［123"#（# # /）# 1234#（# # /）54］，

（&(）

." ) &
"#
［123"#（# # 0）# 1234#（# # 0）54］% （"$）

这一相互作用势的形式如图 &所示 %

图 & 布朗粒子所处的一维非对称周期势场 .& 和 ." 对应状

态 &和状态 "相应的一维周期势

在不考虑外力的情况下，对上述模型在二阶近

似下进行了计算 %选定一组参数，为了使计算和分析
简化，假定两个状态之间相互跃迁的速率相同，在没

有负载的情况下，计算了定向运动的概率流在给定

跃迁速率时随温度的变化关系 %计算结果如图 "
所示 %
因为只有当跃迁宽度较小时对分布函数作泰勒

展开计算才比较可靠，为此在计算中选取较小的跃

迁宽度$+ ) $0$& %跃迁宽度较小指的是跃迁发生在
跃迁点附近较小的范围内，这种情况接近于定点跃

迁 %从图 "可以看出，在温度很低或很高时，定向运

+,+/ 物 理 学 报 ’/卷



图 ! 概率流随温度变化关系曲线，不同的曲线对应不同的跃迁

速率（其中!! " #$#%）

动的概率流都趋于零 &这是因为当温度很低时，热运
动的能量较小，大部分粒子处于势阱底部，粒子扩散

很弱，难以跨越势垒产生定向运动；而当温度很高

时，粒子在整个势阱中分布趋于均匀，由 %态跃迁到
!态的粒子与由 !态跃迁到 %态的粒子总体上沿 "
轴正向和负向运动的概率几乎相等，因此总的效果

出现了概率流趋向于零 &从图 !还可以看出，在适当
的温度范围内，对于某一确定的跃迁速率，总存在一

个概率流的最大值，而且随速率的增加相应于最大

概率流的温度值升高，这是因为产生定向运动是扩

散与跃迁两种效应共同作用的结果 &当从一个状态
向另一个状态跃迁的时候，粒子的空间分布要发生

变化，这种变化需要一段时间才能达到稳定 &所以跃
迁的时间要与之相匹配，才能产生较大的概率流，匹

配最好的情况对应于概率流的峰值 &温度升高，粒子
的扩散增强，在一个状态中达到稳定的时间变短，对

应于最大概率流需要匹配的跃迁时间也要变短，跃

迁速率也相应增加 &所以随速率的增加，概率流的峰
值应出现在更高的温度上 &速率增加，扩散与跃迁这
一过程循环的次数增加，相应概率流增加 &此外值得
注意的是，当改变跃迁速率时，概率流都为正值，定

向运动总是沿着 " 轴的正方向 &
本文还计算了在没有负载时，定向运动的概率

流随温度及跃迁速率的变化关系 &图 ’的结果表明，
在很低的温度和很小的跃迁速率时，概率流的值很

小 &随温度的升高和速率的增大，概率流出现极大
值，相应于最大概率流的温度在升高，与图 !的结果
一致 &亦即只有在适当的温度和跃迁速率下，才会有
较大的概率流，说明概率流对温度和跃迁速率都是

有选择的 &

图 ’ 概率流随温度和跃迁速率的变化关系，曲线是概率流的等

高线（其中!! " #$#%）

温度和跃迁速率对概率流的大小都有影响，那

么粒子跃迁的位置以及跃迁宽度对于概率流又有什

么影响呢？为此选取某一特定跃迁速率（" " %#），
计算了概率流随温度、跃迁宽度的变化关系 &

图 ( 概率流随温度、跃迁宽度变化的曲线（其中"" %#）

从图 (可以看出，当温度很低时，概率流趋向于
零，跃迁宽度对概率流的影响并不明显 &这是因为温
度很低时，大部分粒子处于势阱底部，偏离势阱底部

的其他位置粒子出现的概率很小 &当增加跃迁宽度
时，这一范围内粒子出现的概率没有明显的增加，因

此在低温下增大跃迁宽度对概率流基本上没有影

响 &对于高温而言，粒子在势阱中趋于均匀分布，概
率密度函数变为常数，而概率流是概率密度函数与

跃迁速率乘积在跃迁宽度上的积分 &当增大跃迁宽
度时，由于在此宽度上对跃迁速率的积分不变，因此

对概率流的影响并不大 &然而在适当的温度范围内，
粒子不只是分布在势阱底部，而是分布在一定范围

内，粒子在这一范围内出现概率增加，此时允许粒子

在一定宽度内跃迁，就使得更多的粒子跃迁概率增

)*+’%%期 李 微等：布朗马达的非均匀高斯跃迁模型



加，增大了跃迁粒子的数量，产生了较大的概率流 !
所以在低温和高温时，跃迁宽度对概率流的影响并

不明显，只有在适当的温度范围内，增大跃迁宽度才

可以产生较大的概率流 !从图 "也可以看出，跃迁宽
度不影响最大概率流的出现位置，但可以改变概率

流的幅度（详见图 #），所以跃迁宽度对概率流的影
响较为明显 !

图 # 概率流随温度变化的关系，不同曲线对应不同跃迁宽度

（其中!$ %&）

在负载作用下的定向运动是分子马达动力学行

为的重要方面，为此本文讨论了概率流随外力的变

化关系，并且与定点跃迁模型［%%］作了对比 !

图 ’ 概率流随外力变化的关系，不同曲线对应不同跃迁速率

（其中 ! $ &(%，"" $ &(&%，内插图取 ! $ &(#）

本文选取的相互作用势更接近于定点跃迁模型

中的简单锯齿势的形式，计算结果表明，随外力的增

加，正向概率流数值减小，反向概率流数值增加 !概
率流随外力变化的总体趋势与定点跃迁模型的结果

一致，如图 ’内插图所示 !温度较高时，即使外力为
零，由于相互作用势的不对称，使得布朗粒子产生定

向运动，而且概率流的方向由不对称势的形状确定 !
当有负载外力存在时，增加的外力相当于将势垒抬

高，粒子越过势垒的概率减小，因而正向概率流减

小 !当外力再增加时，概率流会变为负值 !在低温情
况下，改变跃迁速率时概率流随外力的变化关系如

图 ’所示 !可以看出，跃迁速率在局部范围内取值，
当外力为零时，概率流趋向于零；在相同外力作用

下，随跃迁速率的增大，概率流增加，与图 )的计算
结果一致 !当跃迁速率进一步增大时，概率流开始减
小，最终趋于稳定值 !因为布朗马达的扩散与跃迁这
一工作循环与其所处环境的三磷酸腺苷（*+,）的浓
度有关，用跃迁速率来表征这一工作循环的次数，因

此跃迁速率也就与布朗马达所处环境的 *+,的浓
度相关 !当环境的 *+, 浓度达到饱和时，系统趋于
稳定 !此时再增大跃迁速率也不会改变布朗马达运
动的概率流的大小，概率流趋于稳定值 !

" ( 结 论

本文提出了一个有限宽度的高斯跃迁模型，运

用这一模型可以描述布朗马达的运动 !在讨论定向
运动时，假定布朗马达在各种状态之间的跃迁发生

在跃迁点附近一个有限宽度上，这种跃迁体现化学

过程与力学过程的耦合 !计算结果表明，在这种情况
下存在沿轨道正向的定向几率流，其大小受温度、跃

迁速率和跃迁宽度等因素的影响 !这种理论可以涵
盖早期的定点跃迁模型和均匀跃迁模型，是讨论多

态动力学体系相关问题的一个更一般的理论框架 !

感谢卓益忠研究员给予的指导和帮助 !
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