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扩展了最近提出的 (展开方法以构造非线性演化方程更多的精确解，即将 (展开法中的一阶非线性常微分方
程和单变量的有限幂级数代之以类似的一阶常微分方程组和两个变量的有限幂级数，这两个变量是一阶常微分方

程组的解分量 )作为例子，用扩展的 (展开法解非线性 *+,-./0123-方程，得到了很丰富的包络形式的精确解，特别
是以两个不同的 45+670椭圆函数表示的解 )显然，扩展的 (展开方法也可以解其他类型的非线性演化方程 )
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! : 引 言

非线性数学物理研究领域颇具特色的成就之

一，就是创造了求非线性数学物理方程的精确解特

别是孤波解的各种精巧方法，如早已闻名的反散射

方法（;*<）、=>+?@A1/ 变换法、B5-76AC 变换法、D0-6E5
双线性算子法、F501@3G3 有限展开法等［!—#］)随着计
算机符号计算系统（如 H5E,3I5E0+5，H5J@3）的迅速发
展，近年来提出并发展的精确解法主要有：双曲正切

有限展开方法及其各种推广［’—K］，L013M+6L013和 L01,M
+6L,展开方法［!%，!!］、齐次平衡方法及其推广［!"—!N］、
45+670椭圆函数展开法［!K—"’］、(展开法［"O—&%］等 )以上
求解非线性数学物理方程（组）精确解的方法均被证

明是有效的 )
非线性 *+,-./0123-（9P*）方程

0!" Q!!## Q" R ! R " ! S %， （!）

又称立方 *+,-./0123-方程，!和"分别称为频散系
数和 P51/5A系数［&］)它在非线性数学物理中居于重
要的地位，可用于描述纯交换铁磁介质非线性表面

自旋波［&!］、平面波的定常二维自聚焦、固体中热脉

冲的传播、等离子体中的 P512IA0-波等［!］)在光纤中
非线性效应与群速色散相互作用，使光脉冲演变为

光孤子，光孤子行为由方程（!）描述［&"，&&］)方程（!）的

求解也有利于研究初始啁啾对脉冲频谱演变的影

响［&#］)本文目的是借助于齐次平衡原则与 (展开法
的思想，将 (展开法中的一阶常微分方程换为一阶
常微分方程组，从而利用该一阶常微分方程组的解

构造出方程（!）的丰富的包络波形式解；对迅速发展
的光通信技术中出现的类似非线性方程的求解提供

了一种新思路 )

" : 方法简述

(展开法是齐次平衡原则的新应用，可视为
45+670椭圆函数、三角函数以及双曲正切函数展开
方法的概括 )下面简述本文提出的借助于一阶常微
分方程组的解求出非线性波动方程周期波解的

方法 )
给定非线性偏微分方程，为简单起见以含两个

自变量为例，

$（!，!"，!#，!""，!#"，!##，⋯）S %， （"）

$ 为其变元的多项式，其中包含有非线性项和线性
出现的高阶偏导数项 )
求解方程（"）的过程共分四个步骤 )
步骤! 求方程（"）的行波解

!（#，"）S !（#），# S # T %"， （&）
其中 % 为待定常数 )将（&）式代入方程（"），则方程
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（!）化为 !（!）的常微分方程
"（!，!"，!#，⋯）$ %& （’）

步骤! 设 !（!）可表示为 #（!）与 $（!）的二
元有限幂级数，

!（%，&）$ !
’

( $ (
)(#(（!）)!

’

( $ (
*(#(*(（!）$（!）) )%，

（+）
其中 )%，)(，⋯，)’，*(，⋯，*’ 是待定常数，)’"%，

*’"%，#（!）和 $（!）满足辅助方程组
#" ! $ "( #’ ) +( #! ) ,(， （,）

$" ! $ "! $’ ) +! $! ) ,!， （-）
其中 "(，+(，,(，"!，+!，,! 是待选常数 .由方程组
（,），（-）易知

## $ !"( #/ ) +( #， （0）

$# $ !"! $/ ) +! $ . （1）
适当选取 "(，+(，,(，"!，+!，,!，的值，可使方程组

（,），（-）的解 #（!）和 $（!）为 234567 椭圆函
数［!,—/%］，且满足下列恒等式之一（- 为模数，% 8 -
8 (）：

9:!! ) 4:!! $ (，
;:!! ) -! 9:!! $ (，
;:!! * -! 4:!! $ ( * -!，

:9!! $ ( ) 49!!，
:9!! $ -! ) ;9!!，
;9!! $ ( * -! ) 49!!，
:4!! $ ( ) 94!!，
;4!! *（( * -!）:4!! $ -!，

;4!! $ ( )（( * -!）94!!，
:;!! $ ( ) -! 9;!!，
（( * -!）:;!! ) -! 4;!! $ (，
4;!! )（( * -!）9;!! $ (&

（(%）

正整数 ’ 可由具支配地位的非线性项与最高阶偏
导数项的齐次平衡确定 .
步骤! 将（+）式代入方程（’），利用（,）—（(%）

式可将方程（’）的左端变成关于 #（!），$（!）的二元
多项式 .置 #(（!）$

.（!）（ . $ %，(）的各次幂项的系数
为零，得 )%，)(，⋯，)’，*(，⋯*’ 和 / 的代数方程组 .
步骤" 解上述方程组（可借助 <3=>?@3=743或

<3AB?），)%，)(，⋯，)’，*(，⋯，*’ 和 / 可由 "(，+(，

,(，"!，+!，,! 来表示，或直接由方程（!）的系数表
示 .将这些结果代入（+）式得方程（!）的周期波解 .在
极限情形，可以得到三角函数和双曲函数表示的精

确解 .

/ & CDE方程的包络波形式解

因 CDE方程通常表征非线性的调制作用，所以
常求它的包络波形式解，即求形如

!（%，&）$"（!）?
7# （((）

的解 .这里!$ % * /F &，# $ 0% *$&，/F 为群速，0 为
波数，$为角频率 .
将（((）式代入方程（(）得"（!）满足的非线性方

程为

%"# ) 7（!%0 * /F）"" )（$ *%0!）" )&"
/ $ %&
（(!）

通常我们要求"（!）是实函数形式，故要求""前面
的复系数为零，得到

/F $ !%0， （(/）

%"# )（$ *%0!）" )&"
/ $ %& （(’）

考虑方程（(’）中最高阶导数项"#与具支配地
位非线性项"/ 齐次平衡，可确定（+）式中 ’ $ (，于
是方程（(’）的解具有下列形式：

"（!）$ )% ) )( #（!）) *( $（!）， （(+）
其中 )("%，*("%，)%，)(，*( 为待定常数 .
将（(+）式代入方程（(’），利用（,）—（(%）式可将

方程（(’）的左端变为关于 #（!）和 $（!）的多项式，
$（!）的幂次最大为 (，令 #(（!）$

.（!）（ . $ %，(）的各
次幂项的系数为零，得到关于 )%，)(，*( 和 0，1 的
代数方程组 .将其解出后代入（(+）式可得方程（(’）
的精确解，再将（(+）式以及 0，1 代入（((）式即可得
到 CDE方程（(）的精确解 .
下面分情况进行讨论（讨论中不考虑平凡解、重

复出现的解以及复数形式的解）.

!"#"!"$ %

(）当取 "( $ * -!，+( $ !-! * (，,( $ ( * -!；

"! $ * (，+! $ ! * -!，,! $ -! * ( 时，辅助方程组
（,），（-）有特解

# $ 4:!，
$ $ ;:!，
$! $ ( * -! ) -! #! &

（(,）

将（(+）式代入方程（(’），利用（,）—（1）式及（(,）式，
可将方程（(’）的左端变为关于 #（!）和 $（!）的多
项式，令 #(（!）$

.（!）（ ( $ %，(，!，/；. $ %，(）的各次
幂项的系数为零，得 )%，)(，*( 和 0，1 的代数方程
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组

!!： " "#!#! $"#! $##
%
! $ %##! $#

&

" %%#
##! $#

& ’ !，

!&： "!#& " "#!#& $ #%#!#& $"#& $ %##
#
! #&

$ %##& $#
& " %%#

##& $#
& ’ !，

!#： %##! ##
& $ %%#

##! $#
& ’ !，

!%： " #%#!#& $##
%
& $ %%#

##& $#
& ’ !，

&： " "#!$& $ %#!$& $"$& $ %##
#
! $&

$#$
%
& " %#

#$
%
& ’ !，

!&： (##! #& $& ’ !，

!# &： " #%#!$& $ %##
#
& $& $ %#

#$
%
& ’ !)

解此代数方程组得

#! ’ !，

#& ’ * !
#!#%，

$& ’ * !
#!#，

" ’ "#! " %#!
# "!# （" 为任意常数）+

（&,）

将（&(），（&,）式代入（&-）式得到方程（&.）的精确解

$& ’ * !
#!#%/0% * !

#!#10%+ （&2）

令 %"&，得到双曲函数表示的精确解

$# ’ * #!!# 34/5%+ （&6）

将解（&2），（&6）代入（&&）式可得方程（&）的精确解

’& ’ * !
#!#%/0% * !

#!#10( )% 47&， （#!）

’# ’ * #!!# 34/5%47& + （#&）

解（&2）—（#&）中正负号可任意组合，% ’ ( " #!")，

（#!）式中& ’ "( " "#!" %#!
# "!( )# )，（#&）式中&

’ "( "!（"# " &）) +解（#&）与文献［&］中 89:方程的
单孤子解相同，是方程（&）的亮孤子 +
以下为避免形式上的重复，讨论从简 +
#）当取 *& ’ " %#（& " %#），+& ’ #%# " &，,& ’

&；*# ’ %# " &，+# ’ # " %#，,# ’ " &时，辅助方程组
（(），（,）有特解

! ’ 31%，
& ’ 01%，
&# ’ & $ %# !# )

（##）

从而可解得

#! ’ !，

#& ’ * !（& " %#）
#! #

%，

$& ’ * !（& " %#）
#! #
，

" ’ "#! " %#!
# " !#

（" 为任意常数）+

（#%）

将（##），（#%）式代入（&-）式得到方程（&.）的精确解

$% ’ * !（& " %#）
#! #

%31% * !（& " %#）
#! #

01%+

（#.）
将解（#.）代入（&&）式可得方程（&）的精确解

’% ’ * !（& " %%）
#! #

%31% * !（& " %#）
#! #

01( )% 47& +

（#-）
解（#.），（#-）中正负号可任意组合，%’ ( " #!")，&’

"( " "#!" %#!
# "!( )# ) +

!"#"!"$ %

&）当取 *& ’ &，+& ’ # " %#，,& ’ & " %#；*# ’

&，+# ’ "（& $ %#），,# ’ %# 时，辅助方程组（(），（,）

有特解

! ’ /3%，
& ’ 03%，
&# ’ & $ !# )

（#(）

从而可解得

#! ’!，

#& ’ * "!
#!#，

$& ’ * "!
#!#，

" ’ "#! $ %#! "!# （"为任意常数）+

（#,）

将（#(），（#,）式代入（&-）式得到方程（&.）的精确解

$. ’ * "!
#!# /3% * "!

#!# 03%+ （#2）

令 %"&，得到双曲函数表示的精确解

$- ’ * "!
#!# /3/5% * "!

#!# /;<5%； （#6）

令 %"!，得到三角函数表示的精确解

$( ’ * "!
#!# /;<% * "!

#!# /3/%+ （%!）

,.!.&#期 李向正等：非线性 :/5=>170?4=方程的包络形式解



将解（!"）—（#$）代入（%%）式可得方程（%）的精确解

!& ’ ( )!
!!" *+# ( )!

!!" ,+( )# -.$， （#%）

!/ ’ ( )!
!!" *+*0# ( )!

!!" *120( )# -.$，（#!）

!3 ’ ( )!
!!" *12# ( )!

!!" *+*( )# -.$ 4 （##）

解（!"）—（##）中正负号可任意组合，#’ " ) !!#$，（#%）

式中$’ #" ) #!!5 %!!)!( )! $，（#!）式中$’ #" )

#!!5!( )! $，（##）式中$’ #" ) #!!)!( )! $ 4

!）当取 &% ’ %，’% ’ !%! ) %，(% ’ ) %!（% )

%!）；&! ’ %，’! ’ )（% 5 %!），(! ’ %! 时，辅助方

程组（3），（6）有特解
) ’ 7+#，
* ’ ,+#，
*! ’ %! 5 )! 8

（#&）

从而可解得

+$ ’$，

+% ’ ( )!
!!"，

,% ’ ( )!
!!"，

% ’ #!! ) %!!
! 5! （#为任意常数）4

（#/）

将（#&），（#/）式代入（%/）式得到方程（%&）的精确解

&6 ’ ( )!
!!" 7+# ( )!

!!" ,+#4 （#3）

令 %"$，得到三角函数表示的精确解

&" ’ ( ) !!!" *+*#4 （#6）

将解（#3），（#6）代入（%%）式可得方程（%）的精确解

!6 ’ ( )!
!!" 7+# ( )!

!!" ,+( )# -.$， （#"）

!" ’ ( ) !!!" *+*( )# -.$ 4 （#9）

解（#3）—（#9）中正负号可任意组合，# ’ " ) !!#$，

（#"）式中$’ #" ) #!!) %!!
! 5( )! $，（#9）式中$’

#" )（#!!5!）$ 4
#）当取 &% ’ %，’% ’ ! ) %!，(% ’ % ) %!；&! ’

%，’! ’ !%! ) %，(! ’ ) %!（% ) %!）时，辅助方程组

（3），（6）有特解

) ’ *+#，
* ’ 7+#，
*! ’ % ) %! 5 )! 8

（&$）

从而可解得

+$ ’$，

+% ’ ( )!
!!"，

,% ’ ( )!
!!"，

% ’ #!! ) %!!
! )!! （#为任意常数）4

（&%）

将（&$），（&%）式代入（%/）式得到方程（%&）的精确解

&9 ’ ( )!
!!" *+# ( )!

!!" 7+#4 （&!）

令 %"%，得到双曲函数表示的精确解

&%$ ’ ( ) !!!" *+*0#4 （&#）

将解（&!），（&#）代入（%%）式可得到方程（%）的精确解

!9 ’ ( )!
!!" *+# ( )!

!!" 7+( )# -.$，（&&）

!%$ ’ ( ) !!!" *+*0( )# -.$ 4 （&/）

解（&!）—（&/）中正负号可任意组合，# ’ " ) !!#$，

（&&）式中$ ’ #" ) #!!) %!!
! )!( )! $，（&/）式中$

’ #" )（#!!)!）$ 4
&）当取 &% ’ % ) %!，’% ’ ! ) %!，(% ’ %；&! ’ %

) %!，’! ’ !%! ) %，(! ’ ) %! 时，辅助方程组（3），
（6）有特解

) ’ +*#，
* ’ ,*#，
*! ’ % 5 )! 8

（&3）

从而可解得

+$ ’$，

+% ’ ( !（%! ) %）
!! "
，

,% ’ ( !（%! ) %）
!! "
，

% ’ #!! ) %!!
! )!! （#为任意常数）4

（&6）

将（&3），（&6）式代入（%/）式得到方程（%&）的精确解

&%! ’ ( !（%! ) %）
!! "

+*# ( !（%! ) %）
!! "

,*#4

（&"）
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令 !!!，得到三角函数表示的精确解

!"# $ % &"
’"# ()*$ % &"

’"# +,-$. （/0）

将解（/1），（/0）代入（""）式可得方程（"）的精确解

""’ $ % "（!’ & "）
’" #

+-$ % "（!’ & "）
’" #

*-( )$ ,2%，

（3!）

""# $ % &"
’"# ()*$ % &"

’"# +,-( )$ ,2% . （3"）

解（/1）—（3"）中正负号可任意组合，$ $ # & ’"$%，

（3!）式中% $ $# & $’"& !’"
’ &"( )’ %，（3"）式中%

$ $# & $’"&"( )’ % .

3）当取 &" $ " & !’，’" $ ’!’ & "，(" $ & !’；

&’ $ "，’’ $ &（" 4 !’），(’ $ !’ 时，辅助方程组

（5），（6）有特解
) $ *-$，
* $ 7-$，
*’ $ !’ 4（" & !’）)’ 8

（3’）

从而可解得

+! $!，

+" $ % "（!’ & "）
’" #
，

," $ % &"
’"#，

& $ $’" & !’"
’ 4" （$为任意常数）.

（3#）

将（3’），（3#）式代入（"3）式得到方程（"/）的精确解

!"/ $ % "（!’ & "）
’" #

*-$ % &"
’"# 7-$. （3/）

令 !!!，得到三角函数表示的精确解

!"3 $ % & ’""# +,-$. （33）

将解（3/），（33）代入（""）式可得方程（"）的精确解

""/ $ % "（!’ & "）
’" #

*-$ % &"
’"# 7-( )$ ,2%，（35）

""3 $ % & ’""# +,-$,2% . （36）

解（3/）—（36）中正负号可任意组合，$ $ # & ’"$%，

（35）式中%$ $# & $’"& !’"
’ 4( )" %，（36）式中%$

$# & $’"4( )" % .
5）当取 &" $ " & !’，’" $ ’ & !’，(" $ "；&’ $

"，’’ $ &（" 4 !’），(’ $ !’ 时，辅助方程组（5），（6）

有特解

) $ +-$，
* $ 7-$，

*’ $ " 4（" & !’）)’ 8

（31）

从而可解得

+! $!，

+" $ % "（!’ & "）
’" #
，

," $ % &"
’"#，

& $ $’" 4 !’" &"’ （$为任意常数）.

（30）

将（31），（30）式代入（"3）式得到方程（"/）的精确解

!"5 $ % "（!’ & "）
’" #

+-$ % &"
’"# 7-$. （5!）

将解（5!）式代入（""）式可得方程（"）的精确解

""5 $ % "（!’ & "）
’" #

+-$ % &"
’"# 7-( )$ ,2% .

（5"）
解（5!），（5"）中正负号可任意组合，$$ # & ’"$%，%$

$# & $’"4 !’"&"( )’ % .

/ 8 推 论

推论 设 "（#，%）是 9:;方程（"）的解，则

-（#，%）$ "（#，%）,&2,% （5’）
是 <2*=>?@AB:)*7)?方程

2!-
!% 4"!

’ -
!#’ 4# C - C ’ - & ,- $ ! （5#）

的解 .因而由本文求得方程（"）的解后，可由（5’）式
直接求得方程（5#）的解 .

3 8 结 论

本文所用到的 D展开法对文献［’5—#!］中的方
法进行了变化 .若取（3）式中 ,. $ !（ . $ "，⋯，/），即

可得到文献［’5—#!］中的 D展开法 .利用本文提出
的方法，可以得到文献［’’］中的包络波解 .除此之
外，本文得到了更丰富的包络波形式解，特别是用两

个不同 E)-F>2椭圆函数表示的解 .利用本文提出的方
法可求解一大类非线性数学物理方程的周期波解 .

0/!/"’期 李向正等：非线性 ;-G@H72*A,@方程的包络形式解
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