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研究了同调谐振子谱空间上的对称性，通过适当的参量代换给出形象的图示 ’ 得到归一化的本征函数解析表
达式，并证明了线性谐振子是同调谐振子的退化 ’ 揭示出同调谐振子是参量双粒子模型，并给出该模型的相干态，
该相干态自动包含用 ()*+,-.相干态构造的奇、偶相干态 ’
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! 0 同调谐振子谱空间上的对称性

我们在文献［!］中首先介绍从一类含时振子［$］

中分离出方程
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然后提出赝角动量方法，并用来求解方程（!），得到
谱结构和本征函数的解析表达式，确定了同调参量

$ 的范围，给出同调谐振子的能谱随同调参量 $ 的
变化关系（如图 ! 所示），澄清以往文献［%—/］中的不
妥和不周，也涉及到同调谐振子势函数的一般构造 ’
文献［!］显示了赝角动量方法的周密和有效 ’ 我们
在文献［&］中提出同调谐振子的变形规则并给出同
调谐振子的若干形变，包括球坐标开普勒问题的径

向方程、抛物线坐标下的开普勒问题、三维各向同性

谐振子的径向方程、67.8-势 8态问题、新的势函数
的构造，显示了同调谐振子的普适性和代表性，也看

出了作为 %&（!，!）代数的赝角动量方法的灵活性 ’
许多文献［9—!$］研究了同调谐振子模型所描写的光场

量子统计的非经典特性，显示了同调谐振子的重要

性 ’我们注意到，文献［!%］把同调谐振子作为 %&（!，
!）群的一个举例解决同调谐振子的本征值问题，并
给出相应的相干态 ’ 但是文献［!%］的结果只有图 !
虚线所示的部分，存在着与文献［%—/］相同的问题 ’
本文将进一步揭示同调谐振子谱空间上的对称

图 ! $与 #的关系

性 ’ 我们在文献［!］中已经给出与图 ! 对应的关
系式
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我们重新给出参量 $ 为
$ 1 )$ 2 !:#， （%）

其中 ) 为连续实变量，暂时先取 )!"以使得 ) 与 $
具有单值关系 ’ 事实上取 2 < ; ) ; <是可以的，后
面将会讨论这种情况 ’ 本征值谱可以表示成
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!! " #$! " #$!! " % !! & #，
! ’ (，#，!，⋯ （)）

如图 !所示 * 应当指出，（#），（!）和（)）式中有的不
等式不含等号（下面还会遇到这样的问题）* 这个问
题将在后面予以解答 * 图 !显示，当 # ’ #$!时，问题
便归于一维线性谐振子 * 注意到将图 !的虚斜线延
长到 # % (范围，再以 # ’ (为对称折叠回到右边，恰
得实斜线部分，如图 +所示 *

图 ! , # ,与 $的关系

图 + , # ,与 $关系的折叠

!- 算符体系和本征态的递推

作为 %&（#，#）代数一种表示的赝角动量方法，
自然要涉及到一整套算符体系 * 我们构造了三个赝
角动量分量并定义了赝角动量平方算符

’+ ’ #
! (，

’# ’ . ’+ " #
! )( )! ，

’! ’ #
)

/
/ ) & )( )/

/ ，

’! ’ ’!
# & ’!

! & ’!
+， （0）

其中 ( 是方程（#）中的 123.4567.27算符，文献［#］已
经证明如下的对易关系：

［’#，’!］’ .’+，

［’!，’+］’ .’#，

［’+，’#］’ .’!，

［’!，’*］’ (， * ’ #，!，+ *

（8）

进一步定义升降算符
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可以写出
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还可以证明
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（;）—（##）式已经在文献［#］，［8］中用过，但是与本
文的形式略有不同，本文后面还要用到，并将探讨它

们的物理意义 *
方程（#）的求解将归于等价方程
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还可以证明
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于是有与（’）和（’#）式等价的方程
!! +
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由此容易证明
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为了保证!"（ "）和!"- ’（ "）都是归一化的，我们配
上了两个待定的实常数 & -

" *（’,）式显示，本征值"
是逐一变化的，即

"’ " ’ +"&， ’ " &，’，#，⋯；"& % & *
（’.）

由于"% &，这里已经设"&为"的下限，自然仍有"&

% &/
问题归于求出本征值的下限"&和属于"&的本

征函数!&（"）* 显然有

!!&（"）" &* （’0）

（’0）式等号右端恒为零表示不存在的状态，!&（ "）
不恒为零 * 将（’0）式等号左端乘以 ! +仍为零，即

! + !!&（"）" &*
将（’(）式的第二式中的"换为"&，将"（ "）换为

!&（"），即得
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由于!&（"）不恒为零，此式成立的必要条件是
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（’2）

#"& "
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由此所得的能谱便是（(）式 *
将（’2）式代入（’(）式并考虑到（’.）式以及 #&

" #"&，整理后得到
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其中 #& " #"&可由（(）式取 ’ " &给出
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同时将（’,）式写成
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为了确定常数 & )
’ 和 & +

’ ，将（##）式的第二式等号两
端左乘以!

#
’（"）再积分之，

$!#’ ! + & )
’!’)’ 4" " ’（’ + #& ) ’）$!’

# 4"，

& )
’$［!!’］

#
!’)’ 4" " & )

’
#$!#’)’!’)’ 4"

" ’（’ + #& ) ’），

& )
’

# " ’（’ + #& ) ’）*
最后得到
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关于 & +
’ 的计算这里不再赘述 *

! / 归一化的本征函数集

我们计算本征函数集合主要是为了进行能谱分

析 * 将（1）式中的第一式代入方程（’0），并考虑到
!!!& ""&!& 和 #& " #"&，得到

!&（"）" )& "#& )’$# 5) "# $#，

)& "［!（#&）］
)’$#， #& % & *
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这里已经计算出归一化常数 )&，!（ * + ’）" *!（ *）
是!函数，!函数要求 * % &/ 这里的不等式 #& % &
正是!函数所要求的 * 这是因为当 *& + &时，!（ *）

&6，因此要求 * % &/ 我们在方程（’）中就已经写成
# % &，而不是 #!&/ 本文中不加等号的不等式基本
上都源于此，后面还要遇到这样的问题 * 为了分析
方便，暂时将 % 的区间表示成

% " #( + ’ + #$， & 3$" ’， ( " ’，#，!，⋯；
% " ’ ) #$， & 3$" ’$#， ( " &*
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相应的能谱表示成
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(&#( 物 理 学 报 ,!卷



! !
"" # $" ! $!， %&$ ’!! %， # # "；

! (
"# # $" ! $（# ! % (!），

! !
"# # $" ! $!， " ’!! %，

# # %，$，)，⋯， " # "，%，$，⋯
（$*）

将（$*）式取 " # "可以提供四类 !"，它们分别

是
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将它们分别代入（$,）式可以得到四类基态函数
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$（# ! % (!）0 "， & ! % 0 "1
从（$.）到（)%）式都标出了参量 & 的取值范围，

新引入的参量!在各个区间内变化 1 特别指出
（$.），（$/）和（)"）三式是完全一样的，在 &"" 情况
下，（$.）和（$/）式都在 & 的同一区间，但是!的变化
方向有一点差别 1 如果把参量 & 的取值范围拓展到
( 2 ’ & ’ 2，（$.）和（$/）式就可以合写成

"""（$）# %"" $$!(%&$-( $
$&$，

%"" #［!（$!）］(%&$， " ’!! %， ( % ’ & ! %1
（)$）

为了与（)$）式一致，仍将 & 的取值范围拓展到
( 2 ’ & ’ 2，便得到（)"）式与（)$）式完全一致的形
式，只是 & 的区间不同，

""#（$）# %"#$$!(%&$ -( $
$ &$，

%"# #［!（$!）］(%&$，
（))）

" ’!! %， $# ( % ’ & ! $# ! %1

事实上，（))）式包括了（)$）式，当 # # "时（))）式就
变成了（)$）式 1 图 ,是拓展到 ( 2 ’ & ’ 2情况，事
实上，我们是把图 )斜率为负的右边的斜线整个地
翻到左边 1（))）式讨论的区间是（ ( %，%］，（ ( )，
( %］，（ ( 3，( )］，⋯，等区间的情况 1 然而这些区间
上的态函数都与 # 无关，是完全一样的，即在 &!
( %的各个区间上不提供新的信息 1 因此，只要考虑
区间（ ( %，%］就可以了，我们此后可以不再考虑 &!
( %情况，如图 3 所示 1 图 3 也给出了激发态的
情况 1

图 , & 与 !的关系

图 3 & 与 !关系的有效部分

现在讨论（)%）式情况 1（)%）式描写的就是图 ,
中最下方这条斜线情况，我们把其中的变量!恢复
成用变量 & 表达，写成

""（$）# %" $&!%&$ -( $
$ &$，

%" #［!（ & ! %）］(%&$， & 0 ( %1
（),）

显然此式包括了 # # "，包括了上述所有情况，这是
基态的一般表达式 1 事实上，区间可以不必标出，只
在具体需要时予以考虑就可以了 1 图 ,中的 &! ( %
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情况以下不再考虑 ! 由（"#）式可见，基态决定后来
的激发态，因此关于 ! 的区间对本征态的影响，只就
基态讨论即可 !
显然，计算激发态从（#$）式出发就可以了 ! 按

照（"#）式中的第二式，立即可以得到本征态之间的
递推关系

!"（#）% $ &

"（" & %’ ( )! ）!"()（#）

% （$ &）"

"（" & %’ ( )）（" ( )）（" & %’ ( "! ）

*!"("（#），
其中 %’ % ""’ % ! & )!最后得到归一化的本征函数

!"（#，!）% （$ &）"

"！!（" & ! & )! ）
#!&)+" ,( #" +"， ! - ( )!
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进一步考虑到

（$ &）" % )
""# (""(" !&)+" ,#" +"

* # /
/#( )# "

,( #" +" #!&)+" ! （#0）

代入（#.）式最后得到

!"（#，!）% )
"" "！!（" & ! & )! ）

# (""(" !&)+" ,#" +"

* # /
/#( )# "

#" !&) ,( #"， ! - ( )!

（#1）
为了下面讨论的方便，我们标出了变量 ! ! 至于 !"
( )的情况，前面已述及，可以不予考虑；若必要，只
需使用（#1）式中 ! 属于区间（ ( )，)］的态即可 !

$ 2 参量双光子体系和真空态讨论

我们曾经针对图 )（或图 "）指出［)，0］，当 !#)+"
（&#’）时，同调谐振子归于一维线性谐振子 ! 但是
从 ! 拓展之后的图 .可见，当 !# 3 )+"时，归于一维
线性谐振子，如果将方程（)）写成

’!（#）% %!（#），

’ % )
" ( /"

/#" & #" & !" ( )+$
#( )" ，

% - ’， ! - ( )

（#4）

就十分明显了 ! 从图 .看，!#)+"和 !# ( )+"是明
显的两种情况，我们借助于（#.）式的形式给出

!
,
"（#）%!"（#，( )+"）

% （$ &）"

"！!（" & )+"! ）
,( #" +"， ! % ( )

"，

!
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"！!（" & "+#! ）
#,( #" +"， ! % )

" !

（#6）
我们将证明它们分别是双光子奇7589态!

5
"（#）

和偶 7589态!
,
"（#），此后将分别用它们构造双光子

的奇相干态和偶相干态 !
这里我们只证明（#6）式中的第一式为双光子偶

7589态 ! 需要（6）式中的第二式和（)’）式中的第二
式取 !# ( )+"，得到

( &
’ % )
!"

# ( /
/( )# % ) &，

$ & % ( )
"（( &

’）
" % )

"（) &）" !
（$’）

当我们取 !#)+"，情况稍微复杂一些，这时有

( &
() % ) & & )

!" #
，

( &
) % ) & ( )

!" #
，

$ & % ( )
" ( &

() ( &
) % )

"（) &）" !

（$)）

下面将会证明（$)）式中的最后一式 !
我们现在证明（#6）式中的第一式为双光子偶

7589态，将其代入（#.）式得到

!
,
"（#）%!"（#，( )+"）

% （) &）""

""""！!（" & )+"! ）
,( #" +" ! （$"）

根据 :,;,</=,倍量公式

!"!（""）% """()!（"）!（" & )+"），

!
,
"（#）%!"，()+"（#）% （) &）""

（""! ）！
)
$
!"

,( #" +" !

（$#）
这恰是双光子偶 7589 态 !我们直接给出双光子奇
7589态，

!
5
"（#）%!"，)+"（#）% （) &）""&)

（"" & )! ）！

)
$
!"

,( #" +" !

（$$）
证明（$$）式需要（$)）式和 :,;,</=,倍量公式 !
我们给出一个很有趣的性质

!
,
"&)+" %!"&)+"（#，( )+"）

%!"（#，)+"）%!
5
" ! （$.）

以上的讨论将启示我们，（#.）式所给出的态实
际上是经过参量 ! 控制了的双粒子 7589态，图 .给
出了这些态的一般的谱分布情况 !（$$）和（$.）式只
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是特例，同调谐振子所描述的乃是双粒子体系，这显

然是十分重要的 ! 后面讨论经参量 ! 控制的双光子
相干态一般情况时，将自动出现奇相干态和偶相

干态 !
我们顺便讨论一下真空态，即基态 ! 双光子体

系的真空态实际上是由图 "最下面的一条斜线给出
的，并不是简单的 #$%（即!"$%）情况，几乎可以说是
大于零的所有情况 ! 这也是一个值得重视的情况 !
这里是从同调谐振子中得到的两个特例，其能

量和态函数合起来恰是一维线性谐振子的形式 ! 但
是毕竟不是线性谐振子 ! 下面我们将一维线性谐振
子变换到同调谐振子 !

" & 从一维线性谐振子到同调谐振子的
变换

一维线性谐振子的 ’()*+,-.*(.算符为

"/ 0 ## 1 2 #
%， （34）

其中算符 # 和 # 1 是（#/）式的最后两式 ! 由（#/）式
的第二、第三式有

# 0 $!1#$% 1 ! 1 #$%
!% %
，

# 1 0 $ 1
!1#$% 1 ! 1 #$%

!% %
，

（35）

代入（34）式可得

"/ 0 $!1#$% $ 1
!1#$% 2 #

%
! 2 #$3

%% 1 ! 1 #! （36）

整理后得到

" 0 "/ 1 #
%

! 2 #$3
%% 0 $!1#$% $ 1

!1#$% 1 ! 1 #!

（37）
考虑到（#/）式的前两式，即得

" 0 #
% 2 8%

8%% 1 %% 1 !% 2 #$3( )% ! （"/）

显然，这个变换是可逆的 ! 我们看到，一维线性谐振
子（34）式和同调谐振子（#）式是可以相互变换的，应
该说它们具有某种等价性 ! 这意味着，把一维线性
谐振子看作同调谐振子的特例可能不全面；把一维

线性谐振子看作是同调谐振子的退化似乎更妥当

一些 !
利用这个机会考察一下算符 & 1

’（ !）以及 $! 1 #$%

和 $ 1
! 1 #$%对态#’（%，!）的操作意义，仅以 & 1

’（ !）作用
于（33）式的基态为例，取最简单情况 ’ 0 /，! 0 /，

#/（%，/）进行讨论，暂时略去归一化常数并把将要
用到的线性谐振子的两个本征态记为$’（ %），’ 0
#，%，⋯ ! 图 4是图 "的局部放大，我们将对照图 4进
行讨论 ! 把相应的算符分解为几个部分，具体考察
这几部分的操作意义

& 1
/（/）0 $ 1

2#$% $ 1
#$%，

$ 1
#$% 0%

2 # 1
%，

$ 1
2#$% 0%# 1

%
2，

% 0 %#$%，

%
2 0 % 2#$% !

（"#）

先写出

& 1
/（/）#/（%，/）0 $ 1

2#$% $ 1
#$%#/（%，/）0##（%，/）!

（"%）

图 4 算符的操作

图 4 中 ( 点为线性谐振子的基态$/，# 点的态是

#/（%，/），（"%）式的操作过程是从 # 点出发经过%作
用移到 $ 点得到的态是#/（ %，#$%），也是线性谐振
子的第一激发态$#；然后经过 # 1的作用达到点 )；
再经过两次%

2的作用经 * 达到点 +；再经过 # 1的

作用达到点 ,，, 点的态是##（%，2 #$%）；接着经过%
的作用达到点 -，- 点的态是##（ %，/）! )，*，, 各点
的态可以写出来，但不是本征态，是一些叠加态 ! 事
实上，前三步完成了 $ 1

#$%操作，后三步完成了 $ 1
2 #$%操

作，整个六步完成了 & 1
/（/）操作 ! 经过这个简单操

作，可以理解有关算符在图 "上的意义 !

4 & 参量双光子相干态

首先，我们得到的本征态具有正交性，即

〈’9 ’〉0&’9’；
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〈! "〉!!"（!，#），
〈! ""〉!!""（!，#）# （$%）

注意 & "〉和 & ""〉中的参量 # 相同 # 相干态即为湮没
算符 $ 的本征态 & %〉，按照相干态的定义

$ %〉! % %〉， （$’）
将相干态 & %〉用相同参量 # 值的同调谐振子本征态
的线性组合表出，即为

%〉! !
(

" ! )
&" "〉，

〈! "〉!!"（!，#），
（$$）

其中 &"为待定的常数，% 为复变数 # 将（$$）式分别
代入（$’）式的两端，先代入到等号左端并考虑到
（*%）式的第三式

$ %〉!!
(

" ! )
&"$ "〉

!!
(

" ! )
&" "（" + #" ） " , -〉

!!
(

" ! )
&"+- （" + -）（" + # + -" ） "〉，

# . , -# （$/）
再将（$$）式代入（$’）式等号右端，有

% %〉! !
(

" ! )
&"% "〉# （$0）

比较（$/）和（$0）式可得 &"的递推关系并一推到底，

&" ! %
"（" + #" ）

&",-

! %" !（ # + -" ）

"！!（" + # + -" ）
&) # （$1）

代入到（$$）式可得到

%〉! &)!
(

" ! )

%" !（ # + -" ）

"！!（" + # + -" ）
"〉，（$2）

其中常数 &)由归一化条件〈 % & %〉! -确定 #即有

&*
)!

(

" ! )

!"!（ # + -）
"！!（" + # + -）! -， ! ! % *，

&) ! !
(

" ! )

!"!（ # + -）
"！!（" + # + -[ ]）

,-3*
，

（/)）
其中利用了正交归一关系（$%）式 # 考虑到（%$）式，
相干态（$2）式的另一种表达方式为

〈! %〉! &)!
(

" !)

（%$+）"

"！!（" + # + -）!
#+-3*4, !

*3*，

&) ! !
(

" ! )

!"!（ # + -）
"！!（" + # + -[ ]）

,-3*

#
（/-）

下面我们证明，当 # ! 5 -3* 时，（$2）或（/-）式

化为奇偶相干态 # 首先按照（2）式中的第二式和
（-)）式证明 #

$ +
# ! 5-3* ! , -

*（’ +）* # （/*）

当 # ! , -3* 时很显然，前面已经用过了，这就是
（’-）式；而当 # ! -3*时，情况稍微复杂一点，我们给
出简要证明 #

$ +
# ! -3* ! , -

* ( +
,- ( +

-

! , -
*

’ + + -
"*( )! ’ + , -

"*( )!
! , [-

* （’ +）* , -
*!*

+ -
"*

-
! ’

+ , ’ + -( ) ]!

! , -
*（’ +）*， （/%）

其中我们利用了对易关系［ ! , -，’ +］ "! -3 * !*，这个

对易关系的详细讨论见文献［-’］#
在 ## , -3*的情况下并考虑到（/-）式，（$2）式

为

%〉4 ! &)!
(

" ! )

%"!（-3*）
*""！!（" + %3*） "〉4

! &)!
(

" ! )

（* %）"

（*"" ）！
"〉4，

&) ! !
(

" ! )

* % *"

（*"[ ]）！
,-3*

!（6789 * % ）,-3*，

〈! %〉4 !!
4
"（!）!!"（!，, -3*），

（/’）

其中用到 :4;4<=>4 倍量公式 # 与通常的 ?@ABC4> 相
干态 &"〉及其偶相干态

#"〉!""〉， （/$）
%〉4 !（6789 "

*）,-3*!
(

" ! )

"
*"

（*"" ）！
"〉4

相比较，显然有

* % !"
* # （//）

计算 ##-3* 情况，可以利用（$2）式，将 # ! -3*
代入，但处理起来比较麻烦 # 这里采用较简单的方
法 #注意到

’ "〉4 ! ’ *"〉) ! *" " *" , -〉)，（/0）

其中 & )〉) 是线性谐振子的本征态，) ! )，-，*，⋯ #
进一步得到
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! "〉! " #!
#

$ " $

（% "）$

（%$" ）！
! $〉!

" #!
#

$ " $

（% "）$

（%$" ）！
%" $ %$ & ’〉$

" #!
#

$ " $

（% "）$

（%$ & ’" ）！
%$ & ’〉$ (

这里实际上利用了（)*）式，我们得到

"〉+ " #!
#

$ " $

（% "）$

（%$ & ’" ）！
%$ & ’〉$

" #!
#

$ " $

（% "）$,’-%

（%$ , ’" ）！
%$ , ’〉$

" #!
#

$ " $

（% "）$,’-%

（%$ , ’" ）！
$〉+， （./）

其中归一化常数

# "（0123 4 % " 4）&’-% (
由于在相干态（*5）式中包括了由 6789:!;相干

态 4!〉定义的奇偶相干态 ( 因此，（*5）式是更普遍的

双光子相干态，同调谐振子是一个有一定代表性和

普遍性的双粒子系统 (

< = 结 论

本文详细分析了同调谐振子谱空间上的对称

性，明确了谱空间上的有效部分，由图 *给出 (（>*）
或（><）式作为归一化本征函数的表达式足以描述全
部本征态 ( 进一步证明了同调谐振子是双粒子体系
的较为一般的模型 (指出（>*）或（><）式乃是双粒子

?+@A态的一般表达式，其中自动包括奇偶 ?+@A 态
（>5）式 ( 还给出了双粒子相干态的一般表达式（*5）
式，其中自动包括由 6789:!;相干态定义的奇偶相干
态（.)）和（./）式 ( 我们指出文献［’>］遗漏了偶 ?+@A
态和偶相干态 ( 同调谐振子是带有参量 % 的双粒子
模型，一维线性谐振子是它的退化形式 (
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