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在各向同性弹性理论的假设下，探讨了理想简单化的二维、一维与零维半导体材料量子阱、量子线与量子点的

应力和应变分布规律，并讨论了它们应力、应变与应变能密度分布之间的差异 (结果有助于定性理解更复杂形状结

构的低维半导体材料的应力、应变及应变能分布 (
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! , 引 言

低维半导体材料，即纳米半导体材料，是自然

界不存在的人工设计、制造的（通过能带工程实施）

新型半导体材料，它具有与体材料截然不同的性质 (
随着材料维度的降低和结构特征尺寸的减小（不大

于 !$$ -.），量子尺寸效应、量子干涉效应、量子隧穿

效应、库仑阻塞效应以及多体关联和非线性光学效

应都会表现得越来越明显，这将从更深的层次揭示

出纳米半导体材料所特有的新现象、新效应［!，"］(分
子束外延、金属有机化学气相沉积技术，超微细离子

束注入加工和电子束光刻等技术的发展为实现纳米

半导体材料生长、制备及纳米器件的研制创造了条

件 (这类纳米器件以其固有的超高速、超高频、高集

成度、高效低功耗和极低阈值电流密度、极高量子效

率、高的调制速度与极窄带宽以及高特征温度等特

点在未来的纳米电子学、光子学和光电集成等方面

有着极其重要应用前景［#—’］，极有可能触发新的技

术革命，成为 "! 世纪信息技术的支柱 (所以对量子

点等低维半导体材料的研究不仅具有极为重要的理

论意义，而且具有深远的实际意义 (
在量子点等低维半导体材料生长初期基体上的

成核是无序的，故其大小、密度及其在空间有序性难

以控制 (要想制备出实用化的量子器件，就必须从理

论上弄清它们生长过程的应力分布，并从实验上加

以控制，实现有序可控生长 (另外非均匀应变也影响

量子点的电子结构，这种影响一是流体静应力或应

变，它直接影响带隙的修正；二是压电效应产生的静

电势 (因此量子点等的应力分布是低维半导体材料

研究极其重要的一个方面 (
本文基于线弹性 /012345 夹杂理论［)—%］思想，研

究了二维、一维与零维半导体材料量子阱、量子线与

量子点应力和应变分布规律，并讨论了它们应力、应

变及应变能分布之间的差异 (这些结果可以帮助我

们定性理解更复杂形状结构的低维半导体材料的应

力、应变及应变能分布 (

" , 弹性理论简介

弹性理论［*］是研究弹性体由于受外力作用或温

度改变等原因而发生的应力、形变和位移等 (弹性体

在载荷作用下，体内任意一点的应力状态由 ) 个应

力分量!!"（ !，" 6 #，$，%）表示，它们组成一个二阶张

量 (其中!!! 为正应力，!!"（ !" "）为剪应力 (弹性体内

任一点的应变由 ) 个应变分量"!"（ !，" 6 #，$，%）表

示，它们组成一个二阶张量 (其中"!! 为正应变，"!"（ !

" "）为剪应变 (弹性体内任一点的位移由沿直角坐

标轴方向的三个位移分量 &!（ ! 6 #，$，%）表示，它们
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组成一个一阶张量 !描述弹性体变形的这 "# 个量之

间并不是孤立的，它们满足一定的关系，称之为弹性

力学基本方程 !
平衡方程

!!"，" $ #! % & （在弹性体 $ 内）! （"）

几何方程

"!" %（%!，" $ %"，! ）’( （在弹性体 $ 内）!（(）

本构方程

!!" % &!"’("’( （在弹性体 $ 内）! （)）

除此之外，它们还应满足一些边界条件 !
应力边界条件

!!")" % *! （在应力边界 +! 上）! （*）

位移边界条件

%! %!%! （在位移边界 +% 上）! （#）

上述方程采用 +,-./0,- 求和约定 ! 这里，!!"，"（或

%!，"）表示!!"（或 %! ）关于变量 " 的导数；#! 是单位体

积的体力分量；&!"’( 是弹性常数张量；*! 是作用在应

力边界上单位面积上的面力；!%! 是位移边界上给定

的位移；应力边界 +! 与位移边界 +% 组成弹性体 $
的全部边界 + !一般情况下，弹性常数张量 &!"’( 有 ("
个独立的弹性常数，随着晶系的对称性增强，独立弹

性常数的数目会减少，如第!族半导体材料，其晶格

结构是金刚石结构，由"族和#族元素合成的"1#
族化合物半导体材料，其晶格结构是闪锌矿结构，这

些都是立方晶系，独立的弹性常数有 ) 个：&""，&"(，

&**，如果材料是各向同性，仅有两个独立的弹性常

数［"&］，常取作 , %（&"" 2 &"( ）（&"" $ (&"( ）’（ &"" $
&"(），#% &"( ’（&"" $ &"(），分别称为 345-6’. 模量和

74,..4- 比 !
求解微分方程的边值问题（"）—（#）式就可得到

弹性体内的应力、位移与应变 !
各向同性假设下的本构方程为

!!" % ,
" $#"!" $ #

" 2 (#$!""[ ])) ! （8）

如果弹性体由于非弹性原因，如相变、热膨胀、

晶格错配等一些物理因素发生了所谓的本征应变

"&
!" ，则实际应变"!" 减去本征应变"&

!" 就是产生应力的

应变，亦即应力与应变的关系应为

!!" % ,
" $#"!" 2"&

!" $ #
" 2 (#$!"（")) 2"&

))[ ]） !（9）

这时的应变能密度为

- % "
(!!"（"!" 2"&

!"）! （:）

应变能密度 - 可分解为与应力和应变的球分量有

关的膨胀能密度 - . 和与偏量有关的畸变能密度 -;

之和，- % - . $ -;
［""］，其中

- . % "
8!))（".. 2"&

..），

-; % "
(!<!"（"<!" 2"

&<!" ），

（=）

其中偏应力与偏应变分别为

!<!" %!!" 2
"
)$!"!)) ，

"<!" 2"&<!" %"!" 2"&
!" 2 "

)$!"（")) 2"&
))）!

) > 量子阱、量子线和量子点的应力及

应变分布

量子阱是一个非常薄的扁平的半导体层，它夹

在具有高导带能的半导体两层之间；量子线是以微

型条的形式，蚀刻在一个包含量子阱的样品里；目前

制备的量子点，尺度为纳米量级，包含在一较宽带隙

的半导体材料中 ! 因此，我们把量子阱、量子线与量

子点分别抽象为理想化的几何形状［"(］：薄圆板形、

细长圆柱形与小球形，它们被称之为衬底的外部材

料所包围 !假设它们是各向同性材料，内部材料（量

子阱、量子线和量子点）与外部材料（衬底）有不同的

晶格常数及弹性常数，但具有相同的晶体结构 !下面

以 ,- 表示内部材料，以 45/ 表示外部材料，它们的晶

格错配度是

" %（/ ,-
& 2 /45/

& ）’/45/
& ， （"&）

其中 / ,-
& ，/45/

& 分别是内部材料与外部材料的晶格常

数，/ ,-
& ? /45/

& !对于"1#族半导体材料，由晶格错配

诱生的本征应变为［")］

"&
!" % 2%$!""， （""）

其中内部材料% % "，外部材料% % &!

!"#" 圆板形量子阱

假定一非常大的衬底材料包含一非常小半径为

0& 的薄圆板形量子阱材料 !在 1 方向很薄，力学上，

这是平面应力状态，即!11 % &!采用极坐标系（ 0，&），

相应的基本方程（忽略体力）如下：

平衡方程

$!00

$0 $ "
0
$!0&

$& $!00 2!&&
0 % &， （"(）

$!0&

$0 $ "
0
$!&&
$& $

(!0&

0 % &! （")）
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几何方程

!!! !!
"!

!! ，

!"" !
"!

! " #
!
!""
!"

，

!!" ! #
!
!"!

!" "!
""
!! $

""
! %

（#&）

本构方程

!!! "#! ! #
#（$!! $%$""）， （#’）

!"" "#! ! #
#（$"" $%$!!）， （#(）

!$$ "#! ! $ %#（$!! "$""）% （#)）

现在的力学问题是轴对称弹性问题，即剪应力

与剪应变为零，且各个量只是径向坐标 ! 的函数 %在
内部材料，由晶格错配引起的径向、环向及轴向的本

征应变为 $!% 若外部材料在圆盘周界上给内部材

料施加一个压力 %，则内部材料同时也给外部材料

施加压力 %，由应力函数法不难得到［#&］

$*+
!! !$*+

"" ! $ %

$,-.
!! ! $$,-.

"" ! $ % !/[ ]!

0

%
（#1）

由（#’）—（#)）式得

!*+
!! !!*+

"" ! $ # $%*+

# *+ % $!， （#2）

!,-.
!! ! $!,-.

"" ! $ # "%,-.

#,-. % !/[ ]!

0

， （0/）

!*+
$$ ! 0%*+

# *+ % $!，

!,-.
$$ ! /%

（0#）

由位移在圆盘周界上的连续性条件

（" *+
! $ ",-.

! ） ! ! !/
! /， （00）

得

% ! $ !
# $%*+

# *+ " # "%,-.

#,-.

% （03）

由此可得

& *+
4 ! 0（# $ 0%*+）

3# *+ %0，

& *+
5 ! # "%*+

3# *+ %0，

（0&）

&,-.
4 ! /，

&,-.
5 ! # "%,-.

#,-. %0 !/[ ]!

&

%
（0’）

相应的应变能

&*+
4 !

0（# $ 0%*+）"!0/
3# *+ %0，

&*+
5 !

（# "%*+）"!0/
3# *+ %0，

（0(）

&,-.
4 ! /，

&,-.
5 !

（# "%,-.）"!0/
#,-. %0 %

（0)）

整个系统的应变能

& ! # $%*+

# *+ " # "%,-.

#[ ],-. "!0/ %0 % （01）

!"#" 圆柱形量子线

假定一无限大的衬底材料包含一细长圆柱形量

子线，其横截面半径为 !/，圆柱形轴是 $ 轴，沿着轴

方向，由于晶格错配内部材料发生变形，其应变为本

征应变 $!，而外部材料保持不变［#3，#’］，即!*+
$$ ! $!，

!,-.
$$ ! /%这是一个平面应变力学问题，采用极坐标系

（ !，"），相应的平衡方程和几何方程同（#0）—（#&）

式 %本构方程为

!!! ! # $%0

# $!! $ %
# $%$( )"" $#!， （02）

!"" ! # $%0

# $"" $ %
# $%$( )!! $#!， （3/）

!!" ! # "%
# $!" % （3#）

这里假定了内部材料由于晶格错配在径向及环向发

生了本征应变 $!% 现在的力学问题也是轴对称问

题，即剪应力与剪应变不存在，环向位移 "" ! /，且

各个量只是径向坐标 ! 的函数 % 若外部材料在圆柱

面上给内部材料施加一个压力 %，则内部材料同时

也给外部材料施加压力 %，由应力函数法不难得

到［#&］

!*+
!! !!*+

"" ! $（# "%*+）（# $ 0%*+）

# *+ % $!，

$*+
!! !$*+

"" ! $ %，

（30）

!,-.
!! ! $!,-.

"" ! $ # "%,-.

#,-. % !/[ ]!

0

，

$,-.
!! ! $$,-.

"" ! $ % !/[ ]!

0

%
（33）

由于圆柱面上位移连续，即

（" *+
! $ ",-.

! ） ! ! !/
! /， （3&）

得

% ! $ #
# "%,-.

#,-. "（# "%*+）（# $ 0%*+）
# *+

!% （3’）
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相应的应变能密度

! !"
# $ %（& ’!!"）%（& ( %!!"）

)" !" #%，

! !"
* $（& ’!!"）（& ( %!!"）%

)" !" #%，

（)+）

!,-.
# $ /，

!,-.
* $ & ’!,-.

",-. #% $/[ ]$
0

1
（)2）

横截面应变能

"!"
# $

%（& ’!!"）%（& ( %!!"）!$%/
)" !" #%，

"!"
* $

（& ’!!"）（& ( %!!"）%!$%/
)" !" #%，

（)3）

",-.
# $ /，

",-.
* $

（& ’!,-.）!$%/
",-. #% 1

（)4）

系统总应变能

" $
（& ’!!"）（& ( %!!"）

"!" ’ & ’!,-.

"[ ],-. !$%/ #% 1 （0/）

!"!" 球形量子点

假定一无限大的衬底材料包含一半径为 $/ 的

球形量子点 1所讨论的问题是球对称情况，在球坐标

系（ $，#，$）下的基本方程（不计体力）可简化成下述

形式：

平衡方程

*%$$

* $ ’
%%$$ (%## (%$$

$ $ /1 （0&）

几何方程

&$$ $"
%$
"$

，

&## $
%$
$ ，

&$$ $
%$
$ 1

（0%）

本构方程

&$$ $ &
"［%$$ (!（%## ’%$$）］(’&， （0)）

&## $ &
"［%## (!（%$$ ’%$$）］(’&， （00）

&$$ $ &
"［%$$ (!（%## ’%$$）］(’&1 （05）

由于晶格错配内部材料发生了本征应变 (&1
若外部材料在球面上给内部材料施加一个压力 #，

则内部材料同时也给外部材料施加压力 #，由位移

函数法可以得到［&0，&+］

%!"
$$ $%!"

## $%!"
$$ $ ( #， （0+）

&!"
$$ $&!"

## $&!"
$$ $ ( & ( %!!"

"!" # (&， （02）

%,-.
$$ $ ( %%,-.

## $ ( %%,-.
$$ $ ( # $/[ ]$

)

， （03）

&,-.
$$ $ ( %&,-.

## $ ( %&,-.
$$ $ ( & ’!,-.

",-. # $/[ ]$
)

1 （04）

由球面上径向位移的连续性条件

（% !"
$ ( %,-.

$ ） $ $ $/
$ /， （5/）

得

# $ ( &
& ( %!!"

" !" ’ & ’!,-.

%",-.

1 （5&）

相应的应变能密度

! !"
# $ )（& ( %!!"）

%" !" #%，

! !"
* $ /，

（5%）

!,-.
# $ /，

!,-.
* $ )（& ’!,-.）

0",-. #% $/[ ]$
+

1
（5)）

应变能

"!"
# $

%（& ( %!!"）!$)/
" !" #%，

"!"
* $ /，

（50）

",-.
# $ /，

",-.
* $

（& ’!,-.）!$)/
",-. #% 1

（55）

系统总应变能

" $ %（& ( %!!"）

" !" ’ & ’!,-.

"[ ],-. !$)/ #% 1 （5+）

06 比较及讨论

我们已得到了量子阱、量子线及量子点的应力、

应变及应变能密度分布 1 对于这三种结构有一个共

同点，就是内部材料的应变是常数，即应变分布均

匀，当然应力分布也均匀 1但外部材料的应变与应力

分布，对于薄圆盘和细圆柱以 $ ( % 的规律衰减，球形

以 $ ( )的规律衰减 1对于应变能密度，薄圆盘和细圆

柱的膨胀能与畸变能密度都是非零常数，而外部衬

底的膨胀能密度为零（当然膨胀能也为零），畸变能

密度以 $ ( 0的规律衰减；小球形的膨胀能密度也为

常数，但畸变能密度为零，外部衬底的膨胀能密度为

零，畸变能密度以 $ ( + 的规律衰减 1 如果取!$ &7)，
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膨胀能与畸变能分别与总应变能的比值示于图! "由
图 ! 可以清楚地看出，内部材料与外部衬底的膨胀

能与畸变能分别在总应变能中的比重 "

图 ! 薄圆盘量子阱、细圆柱量子线和球形量子点的各应变能与

总应变能之比

系统达到平衡的总应变能为

! #!
!

"$! # !
%!

!
"#$（##$ &#’

#$）$!

# & !
%!

!
"#$#’

#$ $! & & !
%!

!
"#$##$ $( )! " （()）

（()）式等号右端第一项

!*+,-+. # & !
%!

!
"#$#’

#$ $! （(/）

是由晶格错配引起的本征应变#’
#$ 而产生的错配应

变能；第二项

!01213,1 # & !
%!

!
"#$##$ $! （(4）

是系统由晶格错配达到共格（平衡）状态释放的应变

能 "通过计算我们发现，内部材料（量子阱、量子线和

量子点）在平衡过程中释放的应变能分别为

!01213,1 # & ! &$+5

% +5 &% 6 &( )#!’%’ （量子阱），（7’）

!01213,1 # &
（! 6$+5）（! & %$+5）

% +5 &% 6 &[ ]#!’%’

（量子线）， （7!）

!01213,1 # & %（! & %$+5）

% +5 &% 6 %&[ ]#!’8’ （量子点）"

（7%）

外部材料（衬底）释放（实际上吸收）的应变能为

!01213,1 # & ! 6$9:.

%9:. &%!’%’ （量子阱、量子线），（78）

!01213,1 # & ! 6$9:.

%9:. &%!’8’ （量子点）" （7;）

不难验证，内部材料释放的应变能与外部材料（衬

底）吸收的应变能大小相等，正好抵消，即平衡状态

的应变能等于错配应变能! #!*+,-+.，弹性弛豫应变

能守恒 "
以上这些结果可以有助于我们理解更复杂形状

结构的低维半导体材料的应力、应变及应变能分布 "

［!］ <1+*355 = >，>355+515 > %’’% ()* " +,-) " &./0 " !" !%/8
［%］ ?,@990+ < A !447 1234’) #!$ ;!8
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