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研究非完整力学系统的非 )*+,-+. 守恒量———/*0123 守恒量 4 在时间不变的特殊 56+ 对称变换下，给出非完整

力学系统的 56+ 对称性确定方程、约束限制方程和附加限制方程，得到相应完整系统的 /*0123 守恒量以及非完整

系统的弱 /*0123 守恒量和强 /*0123 守恒量 4 给出一个例子说明本文结果的应用 4
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资助的课题 4

! < 引 言

力学系统守恒量的研究具有重要的理论意义和

实际意义 4 历史上寻找守恒量的方法主要有［!］：牛

顿力学的传统方法、分析力学的传统方法和近代的

对称性方法 4 牛顿力学的传统方法仅能找到动量守

恒、动量矩守恒和机械能守恒 4 分析力学的传统方

法也仅能找到极少数的守恒量，如广义动量守恒、广

义能量守恒等 4 近代出现的利用对称性寻求守恒量

的方法主要有：)*+,-+. 对称性［"—8］、56+ 对称性［&—(］

和形式不变性［7—’］4 )*+,-+. 对称性是利用系统的

/216=,*3 作用量泛函在无限小变换下的不变性寻找

系统的守恒量，被称为 )*+,-+. 守恒量 4 56+ 对称性

是利用系统的运动微分方程在无限小变换下的不变

性寻找系统的守恒量 4 形式不变性是利用系统的动

力学函数在无限小变换下使得动力学方程的形式保

持不变，来寻找系统的守恒量 4 这三种对称性在满

足 )*+,-+. 等式或 >6==63? 方程的条件下都可以导致

)*+,-+. 守恒量 4
!’’" 年，/*0123 既不用 52?.23?+ 函数，也不用

/216=,*3 函数，从微分方程出发，直接由时间不变的

特殊 56+ 对称变换导出了一类新的守恒量［!$］，被称

为 /*0123 守恒量 4 @6==2A 和 5+2B- 证明了 /*0123 守

恒量是非 )*+,-+. 守恒量［!!］4 近年来，这类新型守恒

量的研究引起人们的重视 4 文献［!"—""］分别给出

几类不同动力学系统的非 )*+,-+. 守恒量 4 但是，关

于非 )*+,-+. 守恒量的研究均局限于完整力学系统 4
本文研究非完整力学系统的 /*0123 守恒量 4

在时间不变的特殊 56+ 对称性变换下，定义相应完

整系统的特殊 56+ 对称性以及非完整系统的特殊弱

56+ 对称性和特殊强 56+ 对称性，给出非完整力学系

统的 56+ 对称性确定方程、约束限制方程和附加限

制方程，得到相应完整系统的 /*0123 守恒量以及非

完整系统的弱 /*0123 守恒量和强 /*0123 守恒量 4

" < 系统的运动微分方程

设力学系统的位形由 ! 个广义坐标 "#（ # C !，

⋯，!）来确定 4 系统的运动受有 $ 个理想 ;-+,2+D 型

非完整约束

%!（ &，!，!·）C $ （! C !，⋯，$）， （!）

约束（!）对虚位移的限制为
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!"·#
""# ! "# （$）

系统的运动微分方程表为 %&’() 形式

*
* $
!%
!"·#

+ !%
!"#

! &# ,"!
!!!
!"·#

（ # ! -，⋯，’），

（.）

其中 % 为 /0120314 函数，&# 为非势广义力，"! 为

/0120314 乘子 # 假设系统非奇异，在运动微分方程积

分之前，可由方程（-）和（.）先求出乘子"! 作为 $，

!，!·的函数 # 于是方程（.）可表为相应完整系统的

形式

*
* $
!%
!"·#

+ !%
!"#

! &# ,## （ # ! -，⋯，’），

（5）

其中

## ! ##（ $，!，!·）!"!
!!!
!"·#

# （6）

如果运动的初始条件满足非完整约束方程（-），

那么方程（5）的解就给出非完整系统的运动 # 展开

方程（5），可求出所有广义加速度，记作

"7 # ! (#（ $，!，!·） （ # ! -，⋯，’）# （8）

.9 特殊 /:4 对称性的确定方程、约束限

制方程和附加限制方程

取时间不变的、群的无限小变换

$! ! $， "!#（ $!）! "#（ $）,$%#（ $，!，!·），（;）

其中$为无限小参数，%# 为无限小生成元 # 根据微

分方程在无限小变换下不变性的 /:4 理论，方程（8）

在无限小变换（;）下，/:4 对称性的确定方程可表为

*—

* $
*—

* $%# ! !
(#

!")
%) ,!

(#

!"·)

*—

* $%) ， （<）

其中

*—

* $ ! !!$ , "·#
!
!"#

, (#
!
!"·#

# （=）

方程（5）在无限小变换（;）下，/:4 对称性的确定方程

可表为

*（$） *
* $
!%
!"·#

+ !%
!"{ }#

! *（-）（&# ）, *（-）（## ），

（-"）

其中

*（-） !%#
!
!"#

, *—

* $%#
!
!"·#

，

*（$） ! *（-） , *—

* $
*—

* $%#
!
!"7 #

# （--）

定义 ! 如果方程（8）在无限小变换（;）下的生

成元%# 满足确定方程（<），则相应对称性称为与非

完整系统（-）和（.）相应的完整系统（8）的特殊 /:4
对称性 #

非完整约束（-）在无限小变换（;）下的不变性归

结为如下约束限制方程：

*（-） !!（ $，!，!·( )） ! " （! ! -，⋯，+）#（-$）

定义 " 如果方程（8）在无限小变换（;）下的生

成元%# 满足确定方程（<）和约束限制方程（-$），则

相应对称性称为非完整系统的特殊弱 /:4 对称性 #
>??4@@AB)4(04C 条件（$）对虚位移""# 的限制归

结为附加限制方程

!!!
!"·#
%# ! " （! ! -，⋯，+；# ! -，⋯，’）#

（-.）

定义 # 如果方程（8）在无限小变换（;）下的生

成元%# 满足确定方程（<）、约束限制方程（-$）和附

加限制方程（-.），则相应对称性称为非完整系统的

特殊强 /:4 对称性 #

5 9 非完整力学系统的 D&EF03 守恒量

由非 完 整 力 学 系 统 的 特 殊 /:4 对 称 性 寻 求

D&EF03 守恒量的方法，由下列定理给出 #
定理 ! 对于满足确定方程（<）的无限小生成

元%# ，如果存在某函数&!&（ $，!，!·），使得

!(#

!"·#

, *—

* $ @3& ! "， （-5）

则与非完整系统相应的完整系统（8）存在 D&EF03 守

恒量

,D ! -
&
!
!"#

（&%# ）, -
&
!
!"·#

&
*—

* $%( )#

! G&3H( # （-6）

证明 利用定义 -、确定方程（<）和条件（-5）

式，可以得到
*—

* $,D ! " #

如果令& !&（ !），且系统不受给定约束的作

用，则定理 - 退化为 D&EF03 的原始结论［-"］#
利用定义 $ 和定理 -，可以得到

定理 " 对于满足确定方程（<）和约束限制方

程（-$）的无限小生成元%# ，如果存在某函数& !
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!（ !，!，!·），使得条件（!"）式成立，则非完整力学系

统存在形如（!#）式的弱 $%&’() 守恒量 *
利用定义 + 和定理 !，可以得到

定理 ! 对于满足确定方程（,）、约束限制方程

（!-）和附加限制方程（!+）的无限小生成元"" ，如果

存在某函数!.!（ !，!，!·），使得条件（!"）式成立，

则非完整力学系统存在形如（!#）式的强 $%&’() 守

恒量 *
利用定理 !—+，可由系统的特殊 /01 对称性找

到 $%&’() 守恒量 * 值得注意的是，应该适当选取生

成元"" 和函数!，使得守恒量（!#）式是有实际意义

的非平凡守恒量 *

# 2 算 例

一单位质量的质点在某固定平面上运动，其

/(34()31 函数和广义力为［-+］

# . !
- $·-

! 5 $·( )-
- ， （!6）

%! . %- . 7，

质点所受约束使其轨道斜率与时间成正比，即

& . 8 !$·! 5 $·- . 7， （!9）

试研究该非完整系统的 /01 对称性导致的 $%&’() 守

恒量 *
非完整系统的 :%;<= 方程（+）为

$> ! . 8#!， $> - .#， （!,）

由方程（!9），（!,）解得

# .
$·!

! 5 !-
， （!?）

于是得

$> ! . 8 !
! 5 !- $

·
! . ’!，

$> - . !
! 5 !- $

·
! . ’- * （-7）

特殊 /01 对称性的确定方程（,）给出

@—

@ !
@—

@ !"! . 8 !
! 5 !-

@—

@ !"!，

@—

@ !
@—

@ !"- . 8 !
! 5 !-

@—

@ !"- * （-!）

方程（-!）有如下解：

"! ."- . !， （--）

"! . 7，"- . $·!（! 5 !-）!A-（$·! 5 !$·- 8 $-），

（-+）

"! . 7，"- . $·! 5 !$·- 8 $( )-
- * （-"）

这些生成元对应方程（-7）的特殊 /01 对称性，即与

非完整系统相应的完整系统的特殊 /01 对称性 *
约束限制方程（!-）给出

8 ! @—

@ !"! 5 @—

@ !"- . 7， （-#）

附加限制方程（!+）给出

8 !"! 5"- . 7 * （-6）

生成元（--），（-+）和（-"）分别满足约束限制方程

（-#），不满足附加限制方程（-6），它们均为非完整系

统的特殊弱 /01 对称性 *
条件（!"）式给出

8 !
! 5 !- 5 @—

@ ! B)! . 7， （-9）

它有如下解：

! .（! 5 !-）!A-， （-,）

! .（! 5 !-）!A- $·! 5 !$·- 8 $( )- ， （-?）

利用定理 ! 或定理 -，由（--），（-+），（-"）式与（-,），

（-?）式组合，可找到 $%&’() 守恒量 * 由（--），（-,）

式得

($ . 7 * （+7）

由（--），（-?）式得

($ . 8 $·! 5 !$·- 8 $( )-
8! . C%)D< * （+!）

由（-+），（-,）式得

($ . 8 $·! ! 5 !( )- !A- . C%)D< * （+-）

由（-+），（-?）式得

($ . 8 -$·! ! 5 !( )- !A- . C%)D< * （++）

由（-"），（-,）式得

($ . 8 - $·! 5 !$·- 8 $( )- . C%)D< * （+"）

由（-"），（-?）式得

($ . 8 + $·! 5 !$·- 8 $( )- . C%)D< * （+#）

由定理 ! 可知，守恒量（+7）—（+#）式都是与非

完整系统相应的完整系统的 $%&’() 守恒量 * 由定

理 - 可 知，这 些 守 恒 量 也 都 是 非 完 整 系 统 的 弱

$%&’() 守恒量 * 由于生成元（--），（-+）和（-"）不满

足附加限制方程（-6），由定理 + 可知，这些守恒量都

不是非完整系统的强 $%&’() 守恒量 *
值得注意，生成元（--）—（-"）都不是 E%1<=14 对

称性的，不能由此利用 E%1<=14 定理找到 E%1<=14 守

恒量 *
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!" 结 语

非完整力学系统除有按 #$%&’%( 对称性导出著

名的 #$%&’%( 守恒量之外，在一定条件下，还有异于

#$%&’%( 的 )$*+,- 守恒量 . 本文提供了由非完整系

统的特殊 /0% 对称性导出新守恒量的方法 . 对于一

般完整力学系统，约束对虚位移的限制自行消失，使

得!! 1 2，寻找一般完整系统的 )$*+,- 守恒量的方

法是本文工作 自 然 的 推 论 . 对 于!! 1 "! 1 2 的

/,3(,-3% 系统，本文工作也自然适用 .

［4］ 5%0 6 7 8228 # . $%&’&() *(!+ . ,%-.(/0 . !! 499（0- :’0-%;%）［梅

凤翔 8228 北京理工大学学报 !! 499］

［8］ #$%&’%( < = 4>4? 12-.3 . 4526 . 7&!! . 82+. . 9.:! . ! 89@
［9］ /0 A B 4>>9 ;02!!&-20 2(6 "<2(+20 =:(2>&-! /? ;/(!+32&(%6 @:!+%>!

2(6 ,.%&3 @:>>%+3&-20 93/A%3+&%! （ C%0*0-3： C%0*0-3 B$DE&%F’-0F

G-0H%(;0&E B(%;;）（0- :’0-%;%）［李子平 4>>9 经典和量子约束系

统及其对称性质（北京：北京工业大学出版社）］

［I］ 5%0 6 7 4>>> 4AA0&-2+&/( /? B&% C3/<A! 2(6 B&% 40)%D32! +/

;/(!+32&(%6 8%-.2(&-20 @:!+%>! （ C%0*0-3： JF0%-F% B(%;;）（ 0-

:’0-%;%）［梅凤翔 4>>> 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）］

［@］ A’,$ K K ,-L 5%0 6 7 4>>> @:>>%+3&%! 2(6 *(E23&2(+! /?

8%-.2(&-20 @:!+%>!（C%0*0-3：JF0%-F% B(%;;）（0- :’0-%;%）［赵跃

宇、梅凤翔 4>>> 力学系统的对称性与不变量（北京：科学出

版社）］

［!］ /M&NOE 5 4>P> # . 9.:! . 4：82+. . C%( . "# 42@
［P］ 5%0 6 7 8222 # . $%&’&() *(!+ . ,%-.(/0 . # 482
［?］ 5%0 6 7 8224 ;.&( . 9.:! . "$ 4PP
［>］ Q,-3 J K ,-L 5%0 6 7 8228 ;.&( . 9.:! . "" @
［42］ )$*+,- J < 4>>8 # . 9.:! . 4：82+. . C%( . !% /8>4

［44］ B0DD,E R ,-L /%,F’ B S / 4>>! # . 9.:! . 4：82+. . C%( . !# !>>>
［48］ /M&NOE 5 4>>@ # . 9.:! . 4：82+. . C%( . !& /!9P
［49］ /M&NOE 5 4>>? *(+ . # . 1/(TB&(%23 8%-. . ’’ 9>9
［4I］ /M&NOE 5 4>>> *(+ . # . 1/(TB&(%23 >%-. . ’( 9?P
［4@］ 5%0 6 7 8228 ;.&( . @-& . $<00 . () 82I>
［4!］ 5%0 6 7 8229 4-+2 9.:! . @&( . %! 42I?（ 0- :’0-%;%）［梅凤翔

8229 物理学报 %! 42I?］

［4P］ A’,-3 K 8228 4-+2 9.:! . @&( . %" I!4（0- :’0-%;%）［张 毅 8228
物理学报 %" I!4］

［4?］ 7M A 7 8228 4-+2 9.:! . @&( . %" 8I89（0- :’0-%;%）［许志新 8228
物理学报 %" 8I89］

［4>］ /M$ J U 8229 ;.&( . 9.:! . "! 9@P
［82］ /M$ J U 8229 ;.&( . 9.:! . "! ?I4
［84］ /M$ J U 8229 ;.&( . 9.:! . B%++ . !$ @>P
［88］ A’,-3 K 8229 4-+2 9.:! . @&( . %! 429>（0- :’0-%;%）［张 毅 8229

物理学报 %! 429>］

［89］ 5%0 6 7 4>?@ F/<(62+&/(! /? 8%-.2(&-! /? 1/(./0/(/>&- @:!+%>!
（C%0*0-3：C%0*0-3 V-;&0&M&% $W R%F’-$D$3E B(%;;）XP2（ 0- :’0-%;%）

［梅凤翔 4>?@ 非完整系统力学基础（北京：北京工业学院出

版社）第 P2 页］
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! "#"!$#%&’%( )#"*%(+%, -./"&0&1，0 "% " 2#34/" )#"*%(+%,
-./"&0&1，5#( "#"’#6#"#40) 4%)’/"0)/6 *1*&%4*!

!"# $%&#’(&)*）+） ,-) .-/0’1)&/02）

*）（ !"#$%$&$’ () *+$,’-+$%.+/ *’.,+"%.# +"0 *+$,’-+$%.+/ 1,2#%.#，3,’4%+"5 !"#$%$&$’ () 6.%’".’ +"0 7’.,"(/(52，8+"59,(& 2*33*4，:,%"+）

+）（ !"#$%$&$’ () *+$,’-+$%.+/ *’.,+"%.# +"0 *+$,’-+$%.+/ 1,2#%.#，:,+"5#,+ ;"%<’=#%$2，:,+"5#,+ 5*3332，:,%"+）

2）（6.,((/ () 6.%’".’，>’%4%"5 !"#$%$&$’ () 7’.,"(/(52，>’%4%"5 *3334*，:,%"+）

（6-7-)8-9 +: $-;<-=>-? +332；?-8)@-9 =&/"@7?);< ?-7-)8-9 23 A7<#>-? +332）

B>@<?&7<
B /#/’C#-<%-? 7#/@-?8-9 D"&/<)<E，) F - F G#H=&/ 7#/@-?8-9 D"&/<)<E，#I <%- /#/%#J#/#=)7 =-7%&/)7&J @E@<-=@ )@ ;?-@-/<-9F

K@)/0 <%- @;-7)&J !)- @E==-<?E "/9-? )/I)/)<-@)=&J <?&/@I#?=&<)#/@ )/ L%)7% <%- <)=- )@ /#< 8&?)&>J-，<%- 9-<-?=)/)/0 -D"&<)#/@，
<%- 7#/@<?&)/-9 ?-@<?)7<)#/ -D"&<)#/@ &/9 <%- &99)<)#/&J ?-@<?)7<)#/ -D"&<)#/@ #I <%- /#/%#J#/#=)7 =-7%&/)7&J @E@<-=@ &?- 0)8-/F
M%- G#H=&/ 7#/@-?8-9 D"&/<)<E #I <%- 7#??-@;#/9)/0 %#J#/#=)7 @E@<-=@，<%- L-&NJE G#H=&/ 7#/@-?8-9 D"&/<)<E &/9 <%- @<?#/0JE
G#H=&/ 7#/@-?8-9 D"&/<)<E #I <%- /#/%#J#/#=)7 @E@<-=@ &?- #><&)/-9F B/ -O&=;J- )@ 0)8-/ <# )JJ"@<?&<- <%- &;;J)7&<)#/ #I <%-
?-@"J< F

#$%&’()*：&/&JE<)7&J =-7%&/)7@，/#/%#J#/#=)7 @E@<-=，!)- @E==-<?E，/#/’C#-<%-? 7#/@-?8-9 D"&/<)<E
+,--：32+3
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