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给出了具有 ’()*+,-(.)* 型标量势与矢量势的 /0*1+,2(.3(+ 方程和 41.56 方程的 ! 波束缚态解 7 运用超对称量

子力学和形不变性得到了束缚态能谱，通过变量代换求得波函数 7 把上述方法推广到相对论量子力学 7
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!浙江省教育厅科研计划项目（批准号：#$$!"""&）资助的课题 7

" 9 引 言

在强耦合条件下，在势场中运动的粒子的相对

论效应变得非常重要［"］，而在考虑相对论效应时，处

于势场中运动的粒子需要用 /0*1+,2(.3(+ 方程或

41.56 方程来描述 7 4(:1+;<*=,>35:*［#］和 ?50<@35. 等

人［!］分别给出了具有 A<0BCD+ 势的 /0*1+,2(.3(+ 方程

的 ! 波束缚态解和散射态解；A< 等人［%］给出了在

A<0BCD+ 标量势与矢量势相等的条件下 41.56 方程的

! 波束缚态解；A(< 等人分别给出了在 -(.)* 标量势

与矢量势相等的条件下 /0*1+,2(.3(+ 方程和 41.56 方

程的 ! 波束缚态解［8］，在 E((3,F5G(+ 标量势大于等

于矢量势的条件下 /0*1+,2(.3(+ 方程的 ! 波束缚态

解［&］；2<( 给出了在 B5+#（!!"）标量势与矢量势相等

的条件下 /0*1+,2(.3(+ 方程和 41.56 方程的 ! 波束缚

态解［H］；I15+; 给出了在谐振子标量势与矢量势相等

的条件下 /0*1+,2(.3(+ 方程和 41.56 方程的束缚态

解［J］7 本文作者已经分别给出了在 KL)6C0,?*00*.［M］、

无反射［"$］和四参数双原子分子［""］标量势与矢量势

相等的条件下 /0*1+,2(.3(+ 方程和 41.56 方程的 ! 波

束缚态解，在线性型标量势大于等于矢量势的条件

下 /0*1+,2(.3(+ 方程的 ! 波束缚态解［"#］7 本文将考

虑粒子在 ’()*+,-(.)* 势［"!］

#（ "）N $ B5+C " O %)*6C# "
中的相对论效应，在 ’()*+,-(.)* 型标量势与矢量势

相等 的 条 件 下，分 别 给 出 了 /0*1+,2(.3(+ 方 程 和

41.56 方程的 ! 波束缚态解 7

另外，在前面的求解过程中都采用传统方法

———把方程通过令变量转化到特殊函数（常见的是

超几何函数，如文献［#—%］和［&—""］；合流超几何

函数，如文献［8，"#］），然后根据特殊函数的性质得

到它们的能谱方程 7 本文运用最近发展起来的超对

称量子力学和形不变性［"%—"M］也得到了相关结果，推

广了超对称量子力学和形不变性方法在一些具体物

理问题中的应用 7

# 9 具有 ’()*+,-(.)* 型标量势与矢量

势的 /0*1+,2(.3(+ 方程的 ! 波束缚

态解

文 献［#］指 出，具 有 标 量 势 &（’）与 矢 量 势

#（ "）的 ! 波 /0*1+,2(.3(+ 方程为（" N# N "

{
）

3#

3 "# P ( O #（ "[ ]） # O ) P &（ "[ ]） }# *（ "）N $

’（ "）N *（ "）[ ]" ， （"）

其中 ( 为能量，) 为质量 7 对于 ’()*+,-(.)* 势，在

标量势与矢量势相等的条件下，! 波 /0*1+,2(.3(+ 的

{
方程为

3#
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方程（!）变为
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利用文献［!-］的方法容易求得方程（,）的基态波函

数和基态能分别为

"-（ !）*（./0) !）# /12 !! #( )! ，"- * # " !
!
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与方程（4）对应的超势为

$（ !）* # &’() ! " !! # + （5）

从方程（5）可得超对称伴势分别为
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从方程（6）和（%-）可得

% $（ !，#）* % "（ !，# " %）$ &（ # " %），（%%）

于是立即可得
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由方程（4）和（%!）得
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运用超对称量子力学和形不变性可以求出方程（,）

的波函数，但这里将直接设变量得到方程（,）的波函

数 + 设
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则方程（,）变为
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方程（%,）是一个超几何方程，其解为［!%］

*（)）* (; " ’，! # " ’ $ %，

# " ’ $ !
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由方程（9），（%7）得到方程（!）的能谱方程为

+! " ,! "（ # " ’）! "!
!

3
%

（ # " ’）! * -，（%5）

相对应的波函数为（未归一化）
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7 < 具有 =8./(>?8@./ 型标量势与矢量

势的 AB@’0 方程的束缚态解

文献［3］指出，具有标量势 /（ !）与矢量势 %（ !）
的 AB@’0 方程为（#*$* %）

0·! $ 1 + $ /（ ![ ]{ }） % * , " %（ ![ ]）%+
（!-）

在相对论情况下，中心力场中粒子的守恒量完全集

可以取为（2，"，#!，#3 ），（2，"，#!，#3 ）的共同本

征函数为［!!］
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当 5 * 6 $ %
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当 5 * " 6 $( )%
!( )时 ，
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把（!%）或（!!）式代入（!-）式，可分离出 AB@’0 方程的
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径向部分为
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对于 )*+,-./*0+, 势，在标量势与矢量势相等的条件

下，方程（%&），（%(）变为
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把（%1）式代入（%6）式，可得 + 波（# # 7

{

）的方程为
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$ %% " $% $ %（% $ $）[ ] }* ! # 8’ （%9）

方程（%9）与方程（%）完全类似，于是立即可得 + 波束

缚态满足的能谱方程为

$% " %% "（ , " -）% "!
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&
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相对应的波函数为（未归一化）
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其中

, # 7
% " 7 $ 7 $ 9（% $ $）![ ]* ，

! # " %（% $ $）) ’
把 !（ "）和 (（ "）代入（%7）或（%%）式，可得在 @A035 方

程的 + 波旋量波函数 ’

& B 结 论

综上所述，具有相等的标量与矢量 )*+,-./*0+,
型势函数的 CD,A-.E*0!*- 方程的 + 波束缚态解可以

严格地求出，+ 波 @A035 方程的 ! 分量所满足的方程

与 CD,A-.E*0!*- 方程非常相似，其解可用同样的方

法求得，从而可求出 + 波 @A035 方程的 ( 分量，由此

可得出 @A035 方程的 + 波束缚态旋量波函数 ’ 与以

前不同的是，运用超对称量子力学和形不变性方法

也可以求出 CD,A-.E*0!*- 方程和 @A035 方程的 + 波束

缚态能谱和波函数，关于超对称量子力学和形不变

性方法的其他物理问题（例如在标量势大于等于矢

量势条件下其 CD,A-.E*0!*- 方程和 @A035 方程的 + 波

束缚态能谱和波函数），需要进一步探索和讨论 ’
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